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”
Nicht die Dinge selbst beunruhigen die Menschen,

sondern die Meinungen und die Beurteilungen über die Dinge.“
– Epiktet



Zusammenfassung

Hochfeste Aluminiumlegierungen verdanken ihre Eigenschaften kleinen, fein verteilten
Ausscheidungen von Legierungsatomen. Zum besseren Verständnis der Temperaturbe-
handlung, die benötigt wird, um die Ausscheidungsbildung zu kontrollieren, ist es wichtig,
Informationen über erste Frühstadien aus wenigen Atomen zu ermitteln.

Bei der Positronen-Annihilations-Spektroskopie (PAS) werden Positronen in den Leer-
stellen eines Festkörpers eingefangen und liefern bei ihrer Annihilation mit umgebenden
Elektronen Informationen aus ihrer direkten Umgebung. Da die Bildung von Ausschei-
dungen eine Diffusion der Fremdatome mit Hilfe der Leerstellen erfordert, stellt die PAS
eine der wenigen Untersuchungsmethoden dar, mit denen sich bereits die Bildung kleinster
Ausscheidungen beobachten lässt.

Durch den Vergleich von Messgrößen der PAS mit Simulationen für verschiedene mögli-
che Anordnungen von Fremdatomen um die Leerstelle lässt sich die atomare Umgebung
der Leerstellen identifizieren. Um dies auch in Aluminiumlegierungen zu ermöglichen, bei
denen die Anzahl der möglichen Defekttypen relativ groß ist, ist eine gute Beschreibung
der Messwerte durch die Simulation besonders wichtig.

In Rahmen dieser Arbeit wurde das Programm AB2D entwickelt, mit dem sich die Dopp-
lerverschiebung der Annihilationsstrahlung ermitteln lässt. Im Gegensatz zu bereits beste-
henden Ansätzen werden hier Valenzelektronen-Wellenfunktionen verwendet, die mit dem
Programm ABINIT berechnet wurden. Auf diese Weise wird die hauptsächliche Ungenau-
igkeit durch die Beschreibung der Valenzelektronen in atomarer Superposition behoben.
Da ABINIT auf Pseudopotentialen basiert, wird die Projector augmented-wave (PAW)-
Methode verwendet, um die höheren Impulse der Elektronen in Kernnähe realistischer zu
beschreiben.

Mit AB2D wurden Simulationen zu Leerstellen-Fremdatom-Komplexen und Ausschei-
dungsphasen in den Legierungssystemen Al-Cu, Al-Mg-Cu und Al-Mg-Si durchgeführt.
Ein Vergleich mit Messungen an Proben, die nur wenige Minuten bei Raumtemperatur
gelagert wurden, zeigt dabei, dass die Bildung erster Ausscheidungen in der Umgebung
der Leerstellen sehr viel schneller abläuft als bislang angenommen.
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Abkürzungsverzeichnis

a0 Bohrscher Radius (a0 = 5,2917721 · 10−11m)
AB2D Neu entwickeltes Programm zur Berechnung von Impulsverteilungen
ABINIT Programm für Elektronen-Struktur-Rechnungen
Al Aluminium
Bohr Bohrscher Radius (a0 = 5,2917721 · 10−11m)
BPM Bonner Positronen Mikrosonde
c Vakuumlichtgeschwindigkeit (c = 299792458 m/s)
Cu Kupfer
DOPPLER Programmpaket zur Simulation von Positronen
e Elementarladung
e− Elektron
e+ Positron
GPZ Guinier-Preston-Zone
GPB-Zone Guinier-Preston-Bagaryatsky-Zone
ı̂ Imaginäre Einheit
me Elektronenmasse
Mg Magnesium
Mn Mangan
PAS Positronen-Annihilations-Spektroskopie
PAW Projector augmented-wave (Methode)
re Klassischer Elektronenradius (re = α2a0 = 2,81794 · 10−15m)
RT Raumtemperatur
S Ausscheidungsphase (Al2MgCu) in Al-Mg-Cu-Legierungen
S′′ Metastabile Ausscheidungsphase in Al-Mg-Cu-Legierungen
Si Silizium
α Feinstrukturkonstante (α = 7,2973525376 · 10−3)
β Ausscheidungsphase (Mg2Si) in Al-Mg-Si-Legierungen
β′ Metastabile Ausscheidungsphase in Al-Mg-Si-Legierungen
β′′ Metastabile Ausscheidungsphase in Al-Mg-Si-Legierungen
β+ Radioaktive Zerfallsart, bei der ein Positron (e+) freigesetzt wird
γ Enhancement-Faktor bzw. Photon aus radioaktivem Zerfall
Θ Ausscheidungsphase (Al2Cu) in Al-Cu-Legierungen
Θ′ Metastabile Ausscheidungsphase in Al-Cu-Legierungen
Θ′′ Metastabile Ausscheidungsphase in Al-Cu-Legierungen
λ Annihilationsrate
ρ Dichte
τ Positronen-Lebensdauer
φ Basisvektor
ψ Wellenfunktion

8



1. Einführung

Aluminium ist das häufigste Metall der Erdkruste. Es wurde jedoch erst im 19. Jahrhundert
isoliert und beschrieben, da es nur selten gediegen vorkommt [Iye07] und die Reduktion
aus Aluminium-Erzen vergleichsweise schwierig ist. In den letzten hundert Jahren nahm
die Bedeutung von Aluminium als leichtem und gut zu verarbeitendem Werkstoff rasch zu.
Zwar ist es als reines Metall recht weich, jedoch genügt in einigen Fällen das Legieren mit
wenigen Prozentanteilen anderer Elemente, um die Festigkeit stark zu erhöhen. Ursache
dafür sind kleine, fein verteilte Ausscheidungen, die Versetzungen beim Wandern innerhalb
des Gitters behindern und damit eine plastische Verformung des Materials verhindern. Um
die Verteilung und Größe dieser Ausscheidungen zu kontrollieren, wird die Legierung einer
speziellen Temperaturbehandlung unterzogen.

Zum besseren Verständnis, wie Legierungszusammensetzung und Temperaturbehand-
lung die Eigenschaften des Werkstoffs beeinflussen, ist es wichtig zu wissen, wie sich die Le-
gierungsatome in der Aluminiummatrix zunächst zu Clustern zusammenlagern und dann
im weiteren Wachstum geordnete Strukturen bis hin zu den Ausscheidungsphasen bilden.
Doch sind viele dieser Frühstadien von Ausscheidungen für eine Untersuchung mit klassi-
schen Methoden zu klein, da sie nur aus einer geringen Anzahl von Atomen bestehen. Bei
Verwendung eines Transmissionselektronenmikroskops, welches die notwendige Auflösung
erreichen würde, gibt es beispielsweise Probleme durch einen zu geringen Kontrast sowie
die Beeinflussung der Ausscheidungen durch die Probenpräparation.

Eine der wenigen Untersuchungsmöglichkeiten bietet die Positronen-Annihilations-Spek-
troskopie (PAS), mit der sich Informationen über die Umgebung von Leerstellen in einem
Festkörper mit atomarer Auflösung erhalten lassen. Da die Bewegung der Legierungsatome
im Aluminium mit Hilfe von Leerstellen erfolgt, sind diese bei der Ausscheidungsbildung
direkt beteiligt. Dadurch wird die PAS zu einem empfindlichen Instrument, mit dem sich
schon das Wachstum von Clustern aus wenigen Atomen beobachten lässt.

Da sich aus den Messwerten der PAS die atomare Umgebung der Leerstellen nicht
direkt ablesen lässt, sind Simulationsrechnungen notwendig, mit denen sich die Positronen-
Parameter zu möglichen Strukturen berechnen lassen. Ein Vergleich von Experiment und
Simulation zeigt dann, welche Strukturen die Wahrscheinlichsten sind.

Im Folgenden werden diese Methoden, insbesondere die Simulationen, beschrieben und
gezeigt, welche Schlüsse sich daraus für die Frühstadien in Aluminiumlegierungen ziehen
lassen.
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2. Aluminium-Legierungen

2.1. Al-Cu-Legierungen als Modellsystem

Eine der ersten Aluminium-Legierungen hoher Festigkeit war das 1906 von Alfred Wilm
entwickelte Duraluminium. Dieses spielte auch bei der Entwicklung von Ganzmetallflug-
zeugen eine wichtige Rolle und stellt inzwischen ein gut untersuchtes Modellsystem für
aushärtbare Al-Legierungen dar. Das Hauptlegierungselement dieser Legierung ist Cu mit
etwa 5 Gew.% ≈ 2 At.%.

Wird diese Legierung bei Temperaturen von etwa 500 °C geglüht, so kann das Cu kom-
plett in der Al-Matrix gelöst werden. Es entsteht also ein Mischkristall, der bei niedrigeren
Temperaturen nicht mehr stabil ist. Durch Abschrecken erhält man eine an Cu übersättig-
te feste Lösung, die durch Ausscheidungsbildung dem thermodynamischen Gleichgewicht
entgegen strebt. Da Leerstellen in Al bei Raumtemperatur noch beweglich sind, ist eine
Diffusion der Cu-Atome auch nach dem Abschrecken möglich. Zudem ist die Konzentration
der Leerstellen in der Legierung vergleichsweise hoch, da sie beim Abschrecken ebenfalls
keinen Gleichgewichtszustand erreichen konnte und die Leerstellen danach durch Bindung
an Cu-Atome an der diffusiven Bewegung durch den Kristall gehindert werden. Trotzdem
ist die Diffusionsgeschwindigkeit der Legierungsatome um Größenordnungen kleiner als
beim Glühen, so dass die Cu-Atome in technisch relevanten Zeiträumen nur kurze Stre-
cken zurücklegen und damit auch nur kleine Ausscheidungen bilden. Durch ihr ungünstiges
Verhältnis von Oberfläche zu Volumen können sie nicht die Struktur der Gleichgewichts-
phase annehmen, sondern müssen sich in einer Weise anordnen, die sich besser in die
umgebende Al-Matrix einfügt.

Bei längerer Lagerung und höheren Temperaturen wachsen die größeren Ausscheidun-
gen, während sich die kleineren auflösen. Da die energetisch günstigste Struktur vom
Oberflächen-Volumen-Verhältnis abhängt, bildet sich eine ganze Sequenz von metasta-
bilen Strukturen, bevor die Gleichgewichtsphase erreicht wird.

Die erste Struktur ist eine einfache Lage Cu-Atome auf einer {100}-Ebene der Al-Matrix
und wird nach ihren Entdeckern als Guinier-Preston-Zone (GP-Zone) bezeichnet [Gui39,
Pre38]. Da diese keine Translationssymmetrie in allen drei Raumrichtungen aufweist, ist
sie keine Phase. Als nächste Stufe der Sequenz bildet sich ein Stapel aus mehreren solcher
Ebenen, die jeweils von drei Lagen Al getrennt werden (GP2-Zone = Θ′′-Phase). Dann
folgt die Θ′-Phase, die aus Al2Cu in der Struktur des Fluoritgitters besteht, bevor man
zur Gleichgewichtsphase Θ gelangt (siehe Abb. 2.1). Als Ausscheidungssequenz ergibt sich
somit:

Cluster→ GPZ→ Θ′′ → Θ′ → Θ
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2.2. Al-Mg-Cu-Legierungen

Abbildung 2.1.: Strukturen der Θ′′-Phase (links), der Θ′-Phase (Mitte) sowie der Θ-Phase
(rechts). aAl entspricht dabei der Gitterkonstante des Aluminiums von 404,96 pm [Coo62]

Die Θ′′-Phase kann durch kontinuierliches Wachstum aus GP-Zonen entstehen. Die wei-
teren Phasen (Θ′ und Θ) bilden sich hingegen bei höheren Temperaturen neu wobei sich
die vorherigen auflösen.

Um die Festigkeit der Legierung zu erhöhen, müssen die Ausscheidungen die Bewegung
von Versetzungen effektiv behindern. Die zusätzliche Energie, die eine Versetzung beim
Schneiden einer Ausscheidung aufwenden muss, steigt mit der Ausscheidungsgröße an.
Beim Wachsen der Ausscheidungen nimmt aber auch ihre Anzahl ab. Zusätzlich können
Versetzungen große Ausscheidungen auch leichter umlaufen (Orowan-Prozess). Damit er-
gibt sich für jede Legierung eine optimale Ausscheidungsgröße, für die die Festigkeit ein
Maximum erreicht. Wichtig ist dabei auch, ob die Ausscheidung kohärent in der Al-Matrix
liegt, da sie in diesem Fall von relativ großen Verzerrungsfeldern umgeben ist, die die Be-
wegung der Versetzung ebenfalls behindern. Bei einer Al-Cu-Legierung wird die maximale
Festigkeit in einem Stadium mit Θ′′-Ausscheidungen erreicht, das sich nach einigen Tagen
Auslagerung bei Raumtemperatur bildet. Die Θ′′-Phase liegt dabei kohärent im Gitter,
Θ′-Phase semikohärent und die Θ-Phase inkohärent (siehe dazu Gitterparameter in Abb.
2.1).

2.2. Al-Mg-Cu-Legierungen

Aluminiumlegierungen die hauptsächlich Mg und Cu enthalten, sind aufgrund ihrer hohen
Festigkeit, die durch Auslagerung erreicht wird, unter anderem für den Flugzeugbau inter-
essant. Sie erhalten im Nummerierungsschema für international registrierte Al-Legierungen
eine Registriernummer, die mit einer 2 beginnt (AA2xxx, hierbei steht AA für Aluminum
Alloy). Ein gutes Beispiel für diese Klasse ist AA2024 mit etwa 1,7 At.% Mg, 1,6 At.% Cu
und 0,5 At.% Mn. Das Mn lagert sich dabei vor allem an Korngrenzen ab und verbessert
die Verarbeitbarkeit der Legierung. Für die Auslagerungshärtung sind Cu und Mg ver-
antwortlich, die zusammen Ausscheidungen bilden. Die Bezeichnungen für die ausgeschie-
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2. Aluminium-Legierungen

denen Strukturen ist dabei in der Literatur nicht einheitlich, da es an der Messmethode
liegt, welche Zustände sich unterscheiden lassen.

Untersucht man die Ausscheidungssequenz des Al-Mg-Cu-Systems mit Hilfe von
”
Dif-

ferential Scanning Calometry“ (DSC), so lässt sich nur die Bildung einer metastabilen
Struktur beobachten, bevor die Gleichgewichtsphase S erreicht wird. Diese wird als

”
Mg-

Cu-Cocluster“ interpretiert und bildet sich schon bei Temperaturen von etwa 90 °C [Sta04].
Sie wird auch als Ursache für den Effekt des schnellen Härteanstiegs (rapid hardening) in-
nerhalb von einer Minute bei Warmauslagern um 150 °C angesehen [Rei99].

Größere geordnete Zonen findet man jedoch erst nach einigen Stunden bei 180 °C. Diese
werden als Guinier-Preston-Bagaryatsky-Zonen (GPB-Zonen) bezeichnet. Bei Untersu-
chungen mit einem Transmissionen-Elektronen-Mikroskop (TEM) lassen sie sich als na-
delförmige Ausscheidungen entlang der 〈100〉-Richtungen im Al-Gitter beobachten [Kov08].
Da bei ihrer Bildung weder ein DSC Signal, noch eine Veränderung in der Härte feststellbar
ist, kann man davon ausgehen, dass sie durch kontinuierliches Wachstum aus den

”
Mg-

Cu-Cocluster“ hervorgehen [Rei99]. Inwieweit letztere schon Strukturen ähnlich derer von
GPB-Zonen aufweisen, ist dabei bislang unklar.

Nach Auslagern über einige Stunden bei 200 °C kann eine S′′-Phase (manchmal auch
als GPB2 bezeichnet) beobachtet werden, für deren Struktur es viele Vorschläge gibt
[Wan04, Wol01]. Eine vormals von der S-Phase unterschiedene S′-Phase erwies sich hin-
gegen nur als verzerrte Form der S-Phase [Wan06]. Die Struktur der S-Phase konnte
schon 1943 aufgeklärt werden [Per43] und stellt einen der wenigen unstrittigen Punkte der
Ausscheidungssequenz von Al-Mg-Cu-Legierungen dar.

Bei Positronenmessungen lässt sich schon nach einer Minute bei Raumtemperatur beob-
achten, wie sich Leerstellen-Fremdatom-Komplexe bilden [Klo08]. Ausgelagert bei 150 °C
erhält man nach 1 min. ein deutlich verändertes Signal, das den oben genannten

”
Mg-Cu-

Coclustern“ zugeordnet werden muss. Die Positronen-Signale für GPB-Zonen (nach 8h)
und S′′ (nach 60h) sind weitgehend identisch, unterscheiden sich aber deutlich von dem
der S-Phase, die schließlich nach über zwei Wochen erreicht wird [Nag01]. Interessant ist
hierbei die große Ähnlichkeit

”
Mg-Cu-Coclustern“ und S-Phase für die Positronen, was

auf eine vergleichbare Umgebung der Leerstellen für beide Strukturen schließen lässt.
Zusammengenommen ergibt sich damit folgende Ausscheidungssequenz:

Leerstellen-Fremdatom-Komplexe→
”
Mg-Cu-Cocluster“ → GPB→ S′′ → S

2.3. Al-Mg-Si-Legierungen

Aluminium mit den Hauptlegierungselementen Mg und Si wird eine Registriernummer der
Form AA6xxx zugewiesen. Mit ihnen können durch Auslagerungshärtung nicht ganz so
hohe Festigkeiten wie mit AA2xxx Legierungen erreicht werden. Im Vergleich zu den Cu-
haltigen Legierungen haben sie allerdings eine höhere Korrosionsbeständigkeit und sind
leichter form- und schweißbar. Dies macht sie nicht nur für den Flugzeug- sondern auch
für den Schiffs- und Autobau interessant. Ein Beispiel dafür ist die Legierung AA6082 mit
etwa 0,7 At.% Mg, 0,9 At.% Si, 0,1 At.% Fe und 0,2 At.% Mn.
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2.3. Al-Mg-Si-Legierungen

Beim Auslagern zeigt sich folgende Ausscheidungssequenz [Zhe97, Edw98]:

Cluster→
”
GPZ“ → β′′ → β′/B′ → β

Abbildung 2.2.: Die Einheitszelle der β′′-Phase (links) hat die Dimensionen a = 1516 pm, b = 405
pm und c = 674 pm [Zan97]. In der Mitte ist die β′-Phase mit a = 715 pm und c = 1215 pm
dargestellt [Vis07]. Die β-Phase (rechts) hat ein kubisches Fluoritgitter mit a = 639 pm [Mar01].

Die Cluster zu Beginn der Sequenz können sich schon bei Raumtemperatur innerhalb
einiger Tage bilden. Dabei handelt es sich zunächst um separate Mg- sowie Si-Cluster
und erst im späteren Stadium um Mg-Si-Cocluster. Diese Cluster können nach weiterem
Auslagern bei höheren Temperaturen noch die Verteilung der sich bildenden β′′-Phase
beeinflussen [Mur99].

Nach einigen Stunden der Auslagerung bei 150 °C bilden sich geordnete Zonen un-
vollständiger Translationssymmetrie. Aufgrund dieser Eigenschaft werden sie ebenfalls als

”
GP-Zonen“ bezeichnet, obwohl sie keinerlei strukturelle Ähnlichkeiten zu den eigentlichen

GPZ in Al-Cu-Legierungen haben. Vielmehr ähneln sie der β′′-Phase, sind jedoch kleiner
und liegen noch kohärent im Al-Gitter [Mar01]. Die β′′-Phase hat die chemische Zusam-
mensetzung Mg5Si6 und ein monoklines Kristallsystem [Zan97, And98]. Die β′-Phase hat
hingegen die Zusammensetzung Mg9Si5 und eine hexagonale Einheitszelle [Vis07] und die
β-Phase besteht aus Mg2Si im kubischen Fluoritgitter (siehe Abb. 2.2). Das Verhältnis
von Mg zu Si in den Ausscheidungen verschiebt sich also im Laufe der Auslagerung deut-
lich. Dies führt bei Legierungen mit einem Mg-Si-Verhältnis von etwa 1:1 im Endzustand
zu reinen Si-Ausscheidungen. Außerdem kann sich die B′-Phase bilden, die ebenfalls das
Verhältnis 1:1 hat.

In Cu-haltigen Legierungen wie z.B. AA6013 mit etwa 1,1 At.% Mg, 0,7 At.% Si, 0,4 At.%

13



2. Aluminium-Legierungen

Cu, 0,1 At.% Fe und 0,1 At.% Mn können sich zusätzlich Al-Cu-Phasen (Θ) und Al-Mg-
Cu-Si-Phasen (Q) bilden.

Bei Al-Mg-Si-Legierungen zeigt sich die Bedeutung der Frühstadien der Ausscheidungs-
bildung in besonderer Weise. Bei niedriger Konzentration von Legierungsatomen steigt die
erreichbare Endfestigkeit durch vorangegangene Kaltauslagerung an, während die Endfes-
tigkeit bei hohen Konzentrationen unter gleichen Bedingungen sinkt. Dieser positive bzw.
negative Effekt ist noch nicht vollständig verstanden und zeigt, wie die frühe Clusterbil-
dung bei Raumtemperatur zu einer Veränderung der Verteilung von Legierungsatomen
nach der Warmauslagerung führen kann. Unterdrücken lässt sich diese frühe Clusterbil-
dung erst bei Temperaturen von -40 °C [Rø06].
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3. Methoden

Zur Untersuchung der Aluminiumlegierungen wird die Methode der Positronen-Anni-
hilations-Spektroskopie verwendet. Im Rahmen dieser Arbeit werden Simulationen durch-
geführt, die es erlauben, entsprechende Messwerte zu interpretieren. Bevor auf die Simula-
tionen näher eingegangen wird, sollen zunächst die Experimente dargestellt werden, deren
Ergebnisse nachher simuliert werden.

3.1. Positronen-Annihilations-Spektroskopie (PAS)

Bei der PAS wird ein Positron in den zu untersuchenden Festkörper eingebracht. Das
Positron ist als Antiteilchen des Elektrons, ebenso wie dieses, stabil. Es kann jedoch mit
einem Elektron zerstrahlen (annihilieren). Durch Detektion der Annihilationsstrahlung
lassen sich dabei Informationen über das elektronische System am Ort der Zerstrahlung
gewinnen.

Positronenquellen Als Quelle für Positronen dienen meistens radioaktive Isotope, die
über den β+-Kanal zerfallen. Die so entstandenen Positronen haben eine hohe kineti-
sche Energie entsprechend des typischen β-Spektrums. Die Maximalenergie des Spektrums
hängt dabei von der Art des Isotops ab. Für das häufig verwendete Isotop 22Na beträgt
sie 0,54 MeV. Mit dieser Energie kann das Positron etwa 50 µm in eine Leichtmetallprobe
eindringen.

Positronen im Festkörper Beim Eintreten in den Festkörper verlieren die Positronen
innerhalb weniger Pikosekunden ihre kinetische Energie und diffundieren dann bei ther-
mischen Energien durch den Festkörper. In diesem Zustand ist die Wellenfunktion des
Positrons im Zwischengitter über einige Nanometer delokalisiert (siehe Abb. 3.1).

Bei den typischen Elektronendichten in kristallinen Festkörpern liegt die Lebensdauer
τ des Positrons bei 100–400 ps. In dieser Zeit kann das Positron in einem Defekt eingefan-
gen, d.h. dort lokalisiert werden. Voraussetzung dafür ist, dass der Defekt für das Positron
ein attraktives Potential bildet. Dieser Vorgang des Positroneneinfangs ist für die Mess-
methode von besonderer Bedeutung, da durch ihn das Signal der Annihilationsstrahlung
selektiv von den Defekten im Festkörper ausgeht.

Positronenfallen Fallen für Positronen werden vor allem durch Leerstellen und leerstel-
lenartige Defekte gebildet. Dabei wirkt die fehlende positive Ladung des Atomkerns für
das Positron anziehend. Die Bindungsenergie in dieser Art von Defekten liegt bei Metallen
in der Größenordnung eines Elektronenvolts. Da das Positron bei Raumtemperatur keine
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3. Methoden
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Abbildung 3.1.: Tritt ein Positron aus einem β-Zerfall in einen Festkörper ein, so verliert es sehr
schnell seine Energie und diffundiert bei thermischen Energien durch den Kristall. Trifft es dabei
auf einen Defekt, der ein attraktives Potential bildet (z.B. eine Leerstelle), so kann es eingefangen
werden. Bei der Annihilation mit einem Elektron werden Informationen über die Elektronen am
Ort der Zerstrahlung durch die beiden Gamma-Quanten transportiert, die sich detektieren lassen.

Möglichkeit mehr hat, die Falle durch thermische Anregung zu verlassen, werden sie als

”
tiefe Fallen“ bezeichnet. Die Wellenfunktion des Positrons ist dabei stark in der Leerstelle

lokalisiert und reicht kaum über die nächsten Nachbaratome hinaus.

In einer Legierung können aber auch Fremdatome und Ausscheidungen ohne Leerstelle
ein attraktives Potential bilden. Die anziehende Wirkung beruht dann meist auf Verände-
rungen im Atomabstand, erhöhter Elektronendichte oder niedriger Kernladung. In Halb-
leitern können zudem negativ geladene Defekte anziehend wirken. Ohne Leerstellen bilden
sie meist nur

”
flache Fallen“. Die Bindungsenergie ist dabei so niedrig, dass ein Positron

bei Raumtemperatur sehr schnell wieder thermisch angeregt entkommt. Für die Unter-
suchung flacher Fallen müssen deshalb Messungen bei tiefen Temperaturen durchgeführt
werden.

Durch die schwache Lokalisierung des Positrons in den flachen Fallen ist jedoch die
Übergangswahrscheinlichkeit aus einem delokalisierten Zustand deutlich größer als bei
tiefen Fallen. Auf diese Weise können Fremdatome und Ausscheidungen an Leerstellen die
Einfangraten für Positronen deutlich vergrößern.

Messung der Positronenlebensdauer Die Lebensdauer des Positrons ist umgekehrt pro-
portional zum Überlapp der Wellenfunktion des Positrons mit denen der Elektronen am
Lokalisationsort. Aus einer Messung der Lebensdauer kann also direkt auf die Elektronen-
dichte am Ort der Zerstrahlung geschlossen werden.

Für eine Lebensdauermessung wird üblicherweise eine 22Na-Quelle verwendet, da un-
mittelbar nach dem β+-Zerfall ein γ-Übergang des Tochternuklids 22Ne mit 1,3 MeV folgt.
Bei der Zeitmessung wird dann ein γ-Quant des 22Ne als Startsignal verwendet. Als Stopp-
signal dient ein γ-Quant der Annihilationsstrahlung.
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3.1. Positronen-Annihilations-Spektroskopie (PAS)

Alternativ kann auch eine Anordnung gewählt werden, in der das Positron einen dünnen
Szintillator durchlaufen muss, bevor es in die Probe eintritt. Das dabei entstehende Signal
kann ebenfalls als Startsignal für eine Lebensdauermessung dienen.

Erfolgt die Annihilation des Positrons nicht nur in einem Zustand, ergibt sich das Le-
bensdauerspektrum als Summe von mehreren exponentiellen Zerfallskurven. Liegen die
Lebensdauern dabei nicht zu nah beieinander, können sie getrennt ermittelt werden. In
einigen Fällen lässt sich aber auch nur eine mittlere Lebensdauer angeben.

Die Werte für Positronenlebensdauern, die in dieser Arbeit als Vergleichswerte dienen,
wurden [Klo10] entnommen. Der dort verwendete Versuchsaufbau ist in Abbildung 3.2
dargestellt.

Abbildung 3.2.: Aufbau zur Messung der Positronenlebensdauer nach [Klo10] (dort Abb. 6.1).
Die Kühl- und Heizvorrichtung ermöglicht Messungen in einem Temperaturbereich von -150 °C bis
200 °C. Bei der Untersuchung von Frühstadien der Ausscheidungsbildung können bei Temperaturen
von -40 °C Veränderungen in der Legierung für die Dauer der Messung unterbunden werden.

Messung des Dopplerspektrums Aus dem Impuls des annihilierenden Elektron-Positron-
Paares folgt eine Dopplerverschiebung der Annihilationsstrahlung. Das Positron trägt da-
bei kaum zum Impuls des Paares bei. Damit ist die Dopplerverschiebung der Strahlung
vor allem von der Impulsverteilung der umliegenden Elektronen abhängig. Sie kann damit
als Indikator für die chemische Umgebung der Positronenfallen dienen.

Da Ereignisse mit hoher Dopplerverschiebung selten sind, werden die Messungen für
hohe Impulse aufgrund unzureichender Statistik im Spektrum ungenauer. Für die Un-
tersuchung des Hochimpulsanteils ist deshalb eine effektive Reduktion des Untergrunds
notwendig. Dazu kann ein Aufbau mit zwei Detektoren verwendet werden. Ein Anni-
hilationsquant, das der erste Detektor misst, wird dabei nur dann gezählt wenn im zwei-
ten Detektor ein Quant mit genau entgegengesetzter Energieverschiebung gemessen wird.
Verwendet man nur einen Detektor, so muss der Untergrund numerisch modelliert und
abgezogen werden [Haa06].

Die Dopplerspektren, die in dieser Arbeit als Vergleichswerte dienen, wurden [Klo10]
entnommen. Der dort verwendete Versuchsaufbau ist in Abbildung 3.3 dargestellt.
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Abbildung 3.3.: Aufbau zur Messung eines Dopplerspektrums nach [Klo10] (dort Abb. 6.3). Eine
Kühlung der Probe samt Halter auf -40 °C verhindert dabei ein Fortschreiten der Ausscheidungs-
vorgänge während der Messung.

Positronen Mikrosonde Das bei einer Messung untersuchte Probenvolumen ist von der
Größe der Positronenquelle abhängig. Das Messsignal stellt dabei immer einen Mittelwert
über das gesamte Volumen dar. Da Ausscheidungen am Volumen einer Al-Legierung nur
einen geringen Anteil haben, erzeugen sie bei Positronenmessungen nur dann ein deutliches
Signal, wenn innerhalb des Diffusionsvolumens des Positrons eine Ausscheidung liegt, die es
einfängt. Liegt der Abstand der Ausscheidungen in der Größenordnung von Mikrometern,
so erreichen nur noch wenige Positronen eine Ausscheidung. In diesem Fall kann dennoch
ein selektives Signal aus einer Ausscheidung gewonnen werden, indem als Quelle ein auf
wenige Mikrometer fokussierter Positronenstrahl verwendet wird. Ein solcher Strahl ist
in der Bonner Positronen Mikrosonde (BPM) realisiert [Gre97] (siehe Abb. 3.4). Durch
die Kombination mit einem Rasterelektronenmikroskop können einzelne Ausscheidungen
identifiziert und gezielt untersucht werden.
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Abbildung 3.4.: Aufbau der Bonner Positronen Mikrosonde (BPM) zur ortsaufgelösten Messung
von Dopplerspektren [Gre97]. Das Gerät besteht aus der Säule eines konventionellen Raster-Elek-
tronen-Mikroskops, bei dem die Elektronenquelle nicht senkrecht über der Säule sitzt, sondern im
rechten Winkel dazu. Die Elektronen (von rechts) werden durch ein magnetisches Prisma umgelenkt
und in den Strahlengang geführt. Im Positronenmodus gilt dies für die aus der Positronenquelle
(links) kommenden Teilchen. Für Details der BPM in der heutigen Form siehe [Haa10] (dort Abb.
3.1).
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3.2. Simulation von Elektronen

Die Berechnung von Festkörpern auf atomarer Ebene erscheint auf den ersten Blick auf
Grund der sehr großen Zahl der beteiligten Teilchen aussichtslos. Doch es gibt eine ganze
Reihe von Vereinfachungen und Näherungen, mit denen sich der Rechenaufwand und der
Speicherbedarf dieser Aufgabe auf ein beherrschbares Maß senken lässt.

Born-Oppenheimer-Näherung Durch den großen Unterschied in der Masse von Elek-
tronen und Atomkernen bewegen sich Letztere bei gleicher Energie deutlich langsamer.
Dadurch ist es gerechtfertigt, zunächst nur die Energie der Elektronen im Potential der
ruhenden Atomkerne zu bestimmen. Erst im zweiten Schritt werden für die Atomkerne
Positionen gesucht, für die die Gesamtenergie des Systems minimal wird. Dieser Schritt,
der die Atomkerne aus der Vielteilchen-Wellenfunktion herausnimmt und als klassische
Teilchen beschreibt, wird als Born-Oppenheimer-Näherung bezeichnet.

Periodizität Das Potential, das von dem Gitter aus Atomkernen gebildet wird, hat eine
Periodizität, die die Elektronen-Wellenfunktionen ψ auf Bloch-Wellen einschränkt. Diese
haben die Form:

ψ(~r) = u~k(~r) · exp(̂ı~k~r)

wobei u~k die gleiche Periodizität wie das Gitter hat [Blo29]. Um die Funktion u~k zu be-
schreiben, genügt damit die Betrachtung einer Einheitszelle. Dabei ändert sich die Wellen-
funktion nur um einen Phasenfaktor, wenn man zu dem charakteristischen Wellenvektor
~k einen Basisvektor des reziproken Gitters addiert. Deshalb genügt es, die Bloch-Wellen-
funktionen für die ~k aus der ersten Brillouin-Zone zu betrachten. Bei einer numerischen
Behandlung des Problems beschränkt man sich auf einen Satz von Vektoren, die als k-
Punkte bezeichnet werden. Diese müssen geeignet gewählt und gewichtet werden, um die
gesamte Brillouin-Zone möglichst vollständig zu beschreiben [Mon76].

Die Darstellung der Funktion u~k, sowie des Potentials und der Dichte in der Rechenzelle
erfolgt in Form eines diskreten Gitters im Realraum oder mit Hilfe von einem endlichen
Satz an Basisvektoren. Häufig werden ebene Wellen als Basis verwendet, die bei einem
individuell gewählten maximalen Betrag des Wellenvektors abgeschnitten wird. In diesem
Fall kann zwischen der Darstellung im Realraum und der in ebenen Wellen mit einer
Fouriertransformation umgerechnet werden. Der maximale Wellenvektor, der durch eine

”
Cutoff-Energie“ angegeben wird, hängt dabei über das Abtasttheorem direkt mit der

Auflösung des diskreten Gitters im Realraum zusammen.

Superzelle Erst durch die Reduktion der Funktion u~k auf nur eine Einheitszelle lässt sich
die Zahl der zu berücksichtigenden Elektronen soweit verringern, dass eine Berechnung
möglich wird. Deshalb kann auf diese Vereinfachung auch in den Fällen nicht verzichtet
werden, in denen die Translationssymmetrie durch einen Defekt im Gitter, z.B. Leerstelle
oder Fremdatom, gestört ist.

In diesem Fall behilft man sich mit einer Superzelle aus mehreren Einheitszellen, von
denen nur eine den Defekt enthält. Dieser tritt dann zwar auch immer wieder periodisch
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auf, doch kann durch ein Vergrößern der Superzelle der Abstand der Defekte soweit erhöht
werden, bis eine gegenseitige Beeinflussung vernachlässigbar ist (siehe Abb. 3.5). Wird die
erforderliche Zellgröße nicht erreicht, so kommt es zu einer unrealistischen Beschreibung
des Systems, was als

”
finite size“-Effekt bezeichnet wird. Bei kleineren Defekten ist oft

eine Superzelle mit 30 bis 100 Atomen ausreichend, um brauchbare Ergebnisse zu erzielen.

Abbildung 3.5.: Durch die periodischen Randbedingungen verhält sich die Superzelle wie ein
unendlicher, periodischer Kristall. Enthält die Superzelle einen Defekt, so darf diese nicht zu klein
sein, da sonst eine Beeinflussung des Defektes durch seine periodischen Wiederholungen nicht
vernachlässigt werden kann.

Dichte-Funktional-Theorie Durch die oben beschriebenen Näherungen lässt sich das
kubisch flächenzentierte Gitter aus reinem Al in einer kubischen Einheitszelle von vier
Atomen mit einer Vielteilchen-Wellenfunktion von 52 Elektronen beschreiben. Jedoch er-
weist sich gerade dieses System aus gekoppelten Differentialgleichungen beim Lösen der
Schrödingergleichung als problematisch.

Bei der Dichte-Funktional-Theorie (DFT) wird deshalb die Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander nur durch eine Wechselwirkung des einzelnen Elektrons mit der
gesamten Elektronendichte beschrieben. Dadurch werden die Differentialgleichungen ent-
koppelt und die Elektronen-Wellenfunktionen können der Reihe nach für eine vorgegebene
Elektronendichte berechnet werden. Im Anschluss wird aus den Wellenfunktionen die neue
Dichte bestimmt und der Vorgang dann so lange wiederholt, bis die Änderungen in der
Gesamtenergie eine vorgegebene Grenze unterschreiten.

Dass eine Beschreibung dieser Effekte als Funktional der Elektronendichte prinzipiell
möglich ist, wird durch das Hohenberg-Kohn-Theorem gezeigt [Hoh64]. Die Zerlegung der
Vielteilchen-Schrödingergleichung in Einteilchen-Gleichungen auf dieses Grundlage wurde
zuerst von Kohn und Sham durchgeführt [Koh65].

Die Wechselwirkung eines Elektrons mit den anderen Elektronen wird dabei in zwei Teile
geteilt. Diese treten in der zu lösenden Differentialgleichung in Form von zwei Potentialen
auf, die nur ein Funktional der Elektronendichte ρ sind. Das erste ist das Coulombpoten-
tial VC , das die elektrostatische Abstoßung eines Elektrons von allen anderen beschreibt.
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Alle Anteile, die sonst als Eigenschaft der fermionischen Vielteilchen-Wellenfunktion auf-
treten, werden näherungsweise in einem zweiten Potential zusammengefasst. Dies wird als
Austausch-Korrelations-Potential Vxc bezeichnet. Mit der kinetischen Energie und dem
externen Potential Vext der Atomkerne können die Kohn-Sham-Gleichungen als

(−∇2

2me
+ Vext − e2

∫
ρ(~r′)

|~r − ~r′|dr
′3

︸ ︷︷ ︸
VC

+ Vxc[ρ]

)
|ψi〉 = εi |ψi〉 (3.1)

angegeben werden.
Allgemein ist das Austausch-Korrelations-Potential Vxc ein Funktional der Elektronen-

dichte. Um es zu parametrisieren, ist eine Vereinfachung dieses Zusammenhangs notwen-
dig. Ein verbreiteter Ansatz ist, das Austausch-Korrelations-Potential nur als Funktion der
lokalen Elektronendichte zu beschreiben Vxc(ρ(~r)), was als

”
Local Density Approximation“

(LDA) bezeichnet wird. Eine Erweiterung dazu ist, auch den Gradienten der Dichte in die
Berechnung des Potentials einfließen zu lassen Vxc(ρ(~r),~∇ρ(~r)). Diese trägt den Namen

”
Generalized Gradient Approximation“ (GGA).

Pseudopotentiale Eine weitere Möglichkeit den Rechenaufwand deutlich zu senken ist,
bei den Rechnungen im Kristall nur die Valenzelektronen zu berücksichtigen und die kern-
nahen Elektronen mit dem Atomkern zu einem Pseudopotential zusammenzufassen. Dies
erscheint in zweierlei Hinsicht von Vorteil. Zum Einen wird die Zahl der zu berechnenden
Elektronen noch einmal gesenkt. Zum Anderen ist das Pseudopotential deutlich flacher
als das Coulombpotential der Atomkerne. Dadurch oszillieren die Pseudowellenfunktio-
nen, die man durch Lösen der Schrödingergleichung im Pseudopotential erhält, deutlich
langsamer, so dass man sie auch mit einer wesentlich niedrigeren Cutoff-Energie noch
darstellen kann. Die Pseudopotentiale werden dabei genau so gewählt, dass sie mit dem
Potential außerhalb eines festgesetzten Radius rc (

”
Cutoff-Radius“ ) um einen Atomkern

wieder übereinstimmen. Auch die Pseudo-Wellenfunktionen müssen sich jenseits rc mit
den Wellenfunktionen decken (siehe Abb. 3.6).

Projector augmented-wave (PAW)-Methode Da den Pseudowellenfunktionen die ho-
hen Impulse in den kernnahen Bereichen fehlen, eignen sie sich nicht zur Berechnung von
Impulsverteilungen und Dopplerspektren. Verwendet man zur Erzeugung der Pseudopo-
tentiale die PAW-Methode, kann man jedoch aus den Pseudowellenfunktionen | ψ̃〉 mit
Hilfe von Projektoren wieder die echten (

”
all-electron“) Wellenfunktionen |ψ〉 berechnen

[Blö94]. Dafür wird bei der Erzeugung der Pseudopotentiale ein Satz Basisvektoren so-
wohl für das vollständige System |φi〉 als auch für das Pseudopotential | φ̃i〉 berechnet.
Mit den Projektorfunktionen 〈 p̃i| lässt sich eine Pseudowellenfunktion auf die Pseudoba-
sis projizieren und durch einen Basiswechsel dann die entsprechende Wellenfunktion des
vollständigen Systems bestimmen. Für eine vollständige Basis würden die Projektoren
gerade dem Konjugierten der Pseudobasis entsprechen.

〈 p̃i| = 〈 φ̃i| ⇒
∑

i

| φ̃i〉 〈 p̃i| = 1
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Abbildung 3.6.: Potential und Pseudopotential sowie 4s-Wellenfunktion und Pseudowellenfunk-
tion bei Cu. Der Cutoff-Radius liegt hier bei 2,2 Bohr. Durch das Zusammenfassen von Atomkern
und Kernelektronen zu einem Pseudopotential reduziert sich die Zahl der zu berechnenden Elek-
tronen. Deutlich sichtbar ist die schwächere Oszillation der Pseudowellenfunktionen im kernnahen
Bereich wodurch die notwendige Maximalenergie der Ebene-Wellen-Basis zur Beschreibung der
Wellenfunktion sinkt.

|ψ〉 =
∑

i

|φi〉 〈 p̃i| ψ̃〉

Da die Basis in der Praxis aber fast nur aus den Orbitalen der Valenzelektronen besteht,
gibt es erhebliche Unterschiede zwischen diesen Funktionen (〈 p̃i| 6= 〈 φ̃i|). Die Transfor-
mation T̂ wird dann auf den, von der kurzen Basis beschriebenen, Unterraum beschränkt.

|ψ〉 = T̂ | ψ̃〉 = | ψ̃〉 +
∑

i

(
|φi〉 − | φ̃i〉

)
〈 p̃i| ψ̃〉

Bei der Lösung der Kohn-Sham-Gleichungen empfiehlt es sich jedoch nicht, bei jeder Ite-
ration die Wellenfunktionen zu transformieren. Stattdessen wird vor Beginn der Rechnung
aus jedem Operator A der Operator Ã mit Hilfe der Funktionen φ, φ̃ und p̃ bestimmt.

〈ψ| A |ψ〉 = 〈 ψ̃| T̂ †AT̂ | ψ̃〉 = 〈 ψ̃| Ã | ψ̃〉

Der neue Operator Ã für die Pseudowellenfunktionen lässt sich nach [Blö94] berechnen
als:

Ã = A+
∑

i,j

|pi〉
(
〈φi| A |φj〉 − 〈 φ̃i| A | φ̃j〉

)
〈pj |
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Damit lassen sich aus den Pseudowellenfunktionen, die als Koeffizienten einer relativ kur-
zen Ebene-Wellen-Basis dargestellt werden, alle Erwartungswerte bestimmen.

Da in die Kohn-Sham-Gleichungen auch die Elektronen-Dichte einfließt, muss diese im-
mer wieder neu aus den Pseudowellenfunktionen ermittelt werden. Die Pseudo-Elektronen-
Dichte ñ = ψ̃∗ · ψ̃ beschreibt diese aber nur unzureichend, weshalb eine Kompensations-
dichte n̂ eingeführt wird. Diese ist so gewählt, dass um jedes Atom die Multipolmomente
von ñ+ n̂ mit denen der korrekten Ladungsdichte n übereinstimmen [Kre99].

3.3. Simulation des Positrons

Betrachtet man ein Positron in einem Festkörper so muss das Schema der DFT erweitert
werden. In diesem, als Zwei-Komponenten-DFT bezeichneten, Schema sind die Kohn-
Sham-Gleichungen durch

(
− ∇

2

2me
+ Vext − e2

∫
ρ−(~r′)− ρ+(~r′)

|~r − ~r′| dr′
3

+ Vxc[ρ
−] + V ±c [ρ−,ρ+]

)
|ψi〉 = εi |ψi〉

für die Elektronen und
(
− ∇

2

2me
− Vext + e2

∫
ρ−(~r′)− ρ+(~r′)

|~r − ~r′| dr′
3

+ Vxc[ρ
+] + V ±c [ρ−,ρ+]

)
|ψ+〉 = ε+ |ψ+〉

für das Positron gegeben [Nie85]. Im Vergleich zu Gleichung (3.1) (Seite 22) tritt hier
zusätzlich das Elektronen-Positron-Korrelations-Potential V ±c [ρ−,ρ+] auf. Es beschreibt
den Teil der Wechselwirkung des Positrons mit den Elektronen, die nicht durch den
Coulomb-Term erfasst wird. Da das Positron von den Elektronen unterscheidbar ist,
müssen dabei nur Korrelations- und keine Austausch-Wechselwirkungen berücksichtigt
werden.

Die Gleichungen der Zwei-Komponenten-DFT lassen sich sich analog zu denen der DFT
lösen. Dabei muss jedoch die Positronen-Gleichung parallel zu den Elektronen-Gleichungen
im selben Iterationsprozess behandelt werden.

Verschwindende Positronendichte Im Gegensatz zu den Elektronen befindet sich in dem
zu simulierenden Festkörper immer nur ein Positron. Besonders in Fällen in denen sich
das Positron nicht in einer Falle befindet, sondern delokalisiert im Zwischengitter aufhält,
ist die Positronendichte deutlich niedriger als die Elektronendichte.

Im Grenzwert einer verschwindenden Positronendichte entfallen die wechselseitigen Be-
ziehungen in den Gleichungen der Zwei-Komponenten-DFT. Die Elektronen-Gleichungen
entsprechen dann wieder den einkomponentigen Kohn-Sham-Gleichungen (3.1), während
sich die Positronen-Gleichung zu

(
− ∇

2

2me
− Vext + e2

∫
ρ−(~r′)

|~r − ~r′|dr
′3 + V ±c [ρ−]

)
|ψ+〉 = ε+ |ψ+〉 (3.2)

vereinfacht, da die Positronendichte aus allen Termen entfällt [Pus94]. Diese Gleichung
kann dann durch direkte Minimierung der Energie ε+ gelöst werden, ohne dass weitere
Iterationen notwendig sind.
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Enhancement-Factor Das Vernachlässigen der Auswirkungen der Positronendichte auf
die Elektronen kann aber auch für Fälle begründet werden in denen die Positronendich-
te nicht verschwindet. Dazu wird das Positron in einem Modell mit einer umgebenden
Elektronenwolke zu einem neutralen Quasiteilchen zusammengefasst [Arp79].

Die umgebende Elektronenwolke schirmt dabei die Wechselwirkung mit weiteren Elek-
tronen ab. Dabei erhöht sich jedoch die Elektronendichte am Ort des Positrons und damit
die Annihilationsrate. Um dies zu berücksichtigen wird bei der Berechnung der Anni-
hilationsraten ein zusätzlicher Faktor γ (Enhancement-Factor) eingeführt [Pus89]. Dieser
Faktor kann als Funktional der Elektronendichte parametrisiert werden.

Experimentell zugängliche Größen Über die Messung der Positronen-Lebensdauer kann
direkt auf die Annihilationsrate λ des Positrons geschlossen werden. Diese lässt sich als

λ = πr2ec

∫
ρ−(~r) · ρ+(~r) · γ

(
ρ−)
)

d3r (3.3)

berechnen [Nie85]. Dabei ist re der klassische Elektronenradius und c die Lichtgeschwindig-
keit. Wurden die Dichten mit vollständiger Zwei-Komponenten-DFT bestimmt, ist hierbei
der Enhancement-Factor γ = 1 zu setzen.

Daneben ist auch die Impulsverteilung des annihilierenden Elektron-Positron-Paares
experimentell zugänglich. Die Impulskomponente in Ausbreitungsrichtung der Strahlung
äußert sich dabei in einer Dopplerverschiebung. Die beiden senkrechten Komponenten
führen dagegen zu einer Abweichung in der Winkelkorrelation der beiden Photonen. In
der Simulation kann die Impulsverteilung als

ρ±(~p) = πr2ec
∑

i

∣∣∣∣
∫

exp(̂ı ~p~r) ψi(~r) · ψ+(~r) ·
√
γ(ρ−) d3r

∣∣∣∣
2

(3.4)

bestimmt werden [Ala95].

Anstatt den Enhancement-Factor γ in das Fourier-Integral mit hineinzunehmen, gibt
es auch den Ansatz, ihn nur über eine Gewichtung der Impulsverteilungen mit den Anni-
hilationsraten einfließen zu lassen. Damit ist die gesamte Impulsverteilung dann als

ρ±(~p) =
∑

i

λi

∣∣∫ exp(̂ı ~p~r) ψi(~r) · ψ+(~r) d3r
∣∣2

∫
|ψi(~r) · ψ+(~r)|2 d3r︸ ︷︷ ︸

ρ̂±i

(3.5)

gegeben [Ala96]. λi ist dabei die Annihilationsrate nach Gleichung (3.3), jedoch nur mit
der Elektronendichte ρi eines bestimmten Elektrons. Der Bruch kann dabei als normierte
Impulsverteilung für die Annihilation mit diesem Elektron angesehen werden.

Atomare Superposition Um den Rechenaufwand zur Bestimmung der Elektronendichten
zu begrenzen, bietet sich die Näherung der atomaren Superposition an. Dabei werden
zunächst die Orbitale freier Atome berechnet, was auf einem eindimensionalen radialen
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Gitter erfolgen kann. Die daraus resultierenden Elektronendichten werden dann um jedes
Atom herum in der Rechenzelle aufaddiert [Pus83].

Die Wellenfunktionen der Orbitale können auch zur Berechnung von Impulsverteilun-
gen verwendet werden. Da das Positron selbst kaum Impuls trägt, ist der größte Einfluss
der Positronen-Wellenfunktion auf die Impulsverteilung in ihrem Verschwinden im kern-
nahen Bereich begründet. Weil die Form der Positronen-Wellenfunktion in diesem Bereich
fast nur von dem Atomtyp abhängt, kann auch die Impulsverteilung für ein freies Atom
berechnet werden.

Dabei wird der Ansatz von Gleichung (3.5) verwendet. Die normierten Impulsverteilun-
gen können dann mit einer generalisierten Positronen-Wellenfunktion für jedes Element
und Orbital unabhängig von der Problemstellung berechnet werden (siehe Abb. 3.7).
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Abbildung 3.7.: Konstruktion der Impulsverteilung in atomarer Superposition am Beispiel von
Aluminium. Links sind die radialen Wellenfunktionen ψ−i der Orbitale eines freien Al-Atoms, sowie
die generalisierte Positronen-Wellenfunktion ψ+ dargestellt. Auf der rechten Seite sind die daraus
berechneten Impulsverteilungen ρ±i (~p) aller Orbitale dargestellt. Diese werden noch nach Anni-
hilationsraten gewichtet addiert und in zwei Dimensionen integriert um das Dopplerspektrum zu
erhalten, das rechts eingezeichnet ist.

Ein Vorteil dieser Methode ist, dass die Berechnungen der radialen Wellenfunktionen auf
einem logarithmischen Gitter erfolgen kann. Dadurch können die hohen Impulse der Elek-
tronen im kernnahen Bereich gut beschrieben werden. Für die Valenzelektronen erzeugt
diese Näherung allerdings Fehler, da sich bei der Ausbildung von chemischen Bindungen
die radialen Knoten der Valenzelektronen verschieben können. Dadurch ergeben sich bei
niedrigen Impulsen Artefakte.
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3.4. Vorhandene Programme

Die Simulationsrechnungen im Rahmen dieser Arbeit wurden sowohl mit bereits vorhan-
denen, als auch mit selbst entwickelten Programmen durchgeführt.

ABINIT Für die Berechnungen der Elektronen-Wellenfunktionen wurde das Programm
ABINIT verwendet. Dies wurde an der Université catholique de Louvain (UCL) in Neu-
Löwen entwickelt und untersteht der GNU General Public Licence. Es basiert auf der DFT
und verwendet Pseudopotentiale und eine Ebene-Wellen-Basis [Gon02, Gon05]. Neben
anderen Arten von Pseudopotentialen wird auch die PAW-Methode unterstützt [Tor08].
Durch den frei zugänglichen Quellcode konnte im Rahmen dieser Arbeit zudem auf zahl-
reiche Unterprogramme des ABINIT Paketes zurückgegriffen werden.

Die Berechnungen wurden nach Möglichkeit mit Superzellen von etwa 100 Atomen
durchgeführt. Gerade für die Berechnung des Positrons in einem Defekt wären größere
Zellen wünschenswert gewesen. Jedoch würde der Rechenaufwand dadurch soweit anstei-
gen, dass er mit den zu Verfügung stehenden Mitteln nicht zu bewältigen wäre. Es wur-
den k-Punkte entsprechend dem 4x4x4 Monkhorst-Pack-Gitter gewählt. Die Abschneide-
Energie (Cutoff-Energie) der Ebene-Wellen-Basis lag bei 12 Hatree. Die Grenz-Energie für
die PAW-Berechnungen war mindestens doppelt so hoch.

Für die Auflösung im Impulsraum ist neben der Dichte der k-Punkte auch die Größe
der Superzelle entscheidend, da sie die Dichte der reziproken Gittervektoren festlegt. Auf
diese Weise kann die Größe der Superzelle auch im defektfreien Gitter das Endergebnis
beeinflussen. Zu besseren Vergleichbarkeit wurden deshalb auch in diesem Fall Superzellen
vergleichbarer Größe gewählt.

Als Abbruchkriterium der selbst-konsistenten Iterationen wurde eine Änderung der Ge-
samtenergie von weniger als 10−6 Hartree vorgegeben. Die maximale Anzahl der Iteratio-
nen lag bei 30. Diese Anzahl wurde nur in wenigen Fällen erreicht.

AtomPAW Zur Erzeugung der Pseudopotentiale wurde das Programm AtomPAW ver-
wendet [Hol01]. Es nutzt DFT-Methoden, um die radialen Wellenfunktionen zunächst für
alle Elektronen eines Atoms zu berechnen. Für eine Basis, die mindestens aus den Wellen-
funktionen der Valenzelektronen besteht, werden dann die Pseudo-Wellenfunktionen und
Projektoren bestimmt. Diese werden zusammen mit dem Pseudopotential variiert, bis sie
die notwendigen Randbedingungen bezüglich Energie und Verhalten außerhalb des Cutoff-
Radius erfüllen. Das Endergebnis kann dann mit dem Programm

”
AtomPaw2ABINIT“ in

ein für ABINIT lesbares Format umgesetzt werden.
Bei der Generierung der Pseudopotentiale wurde die LDA-Näherung verwendet. Zur

Erzeugung der Projektoren für Al, Mg und Si wurde das Schema nach Vanderbilt [Van90]
gewählt. Als Basisvektoren wurden nur die Wellenfunktionen der Valenz-Orbitale verwen-
det. Diese Pseudopotentiale mit kurzer Basis vereinfachen die Berechnungen und sorgen in
vielen Fällen für eine rasche Konvergenz der Energie. Die Impulsverteilung bei Cu ließ sich
allerdings mit einem solchen Pseudopotential nur unzureichend beschrieben. Dies liegt vor
allem daran, dass Cu zu den Übergangsmetallen mit d-Elektronen gehört, während alle
anderen Elemente nur s- und p-Elektronen haben. Deshalb wurde das Pseudopotential

27



3. Methoden

für Cu mit drei zusätzlichen Basisvektoren erzeugt. Da es außerdem Probleme mit der
Konvergenz der Energie des Elektronischen Systems gab, wurde bei der Erzeugung der
Projektoren das Blöchl-Schema [Blö94] verwendet. Der Cutoff-Radius lag für Al und Si
bei 1,5 Bohr, für Mg bei 1,9 und für Cu bei 2,2 Bohr.

DOPPLER Das Programmpaket DOPPLER wurde an der Helsinki University of Tech-
nology (HUT) entwickelt und dient der Simulation von Annihilationsparametern von Po-
sitronen zum Vergleich mit experimentellen Spektren. Das Hauptprogramm AtSup99 be-
rechnet dabei die Positronen-Wellenfunktion in einer Superzelle. Außer den Atomposi-
tionen benötigt es dazu die radialen Wellenfunktionen der Elektronen um jedes Atom.
Die Elektronendichte wird dann einfach durch Addieren der radialsymmetrischen atoma-
ren Dichten angenähert (atomare Superposition) [Pus83]. Zusätzlich lassen sich für die
Valenzelektronen Dichten aus einer Pseudopotentialrechnung einlesen.

Die Kohn-Sham-Gleichung für das Positron wird mit der Zwei-Komponenten-DFT auf-
gestellt. Das dabei auftretende Elektron-Positron-Korrelations-Potential V ±c wird entwe-
der in LDA nach [Nie85] oder in GGA nach [Bar95, Bar96] parametrisiert. Da für diese
Parametrisierungen die Näherung einer verschwindend geringen Positronen-Dichte ange-
nommen wird, ist das Elektron-Positron-Korrelations-Potential damit nur eine Funktion
der Elektronendichte ρ− sowie im Falle der GGA auch des Dichtegradienten. Durch die-
se Näherung wird auch eine mögliche Beeinflussung der Elektronen durch das Positron
vernachlässigt. Damit vereinfacht sich die Kohn-Sham-Gleichung zu einer Einteilchen-
Gleichung in einem festen Potential (siehe Gleichung (3.2) Seite 24).

Diese Gleichung wird dann auf einem diskreten Realraum-Gitter mit dem Algorithmus
der konjugierten Gradienten gelöst. Zur schnelleren Konvergenz wird eine Vorkonditio-
nierung (pre-conditioning) [Pay92] verwendet. Alternativ kann die Kohn-Sham-Gleichung
auch mit einem Viel-Gitter-Verfahren auf Basis des Rayleigh-Quotienten gelöst werden
[Hei01].

Aus dem Überlapp der Positronen- und Elektronendichten wird die Annihilationsrate
bestimmt, aus deren Kehrwert man die Positronenlebensdauer erhält. Es wird ein Enhan-
cement-Factor γ (siehe Kapitel 3.3) nach [Bor86] oder nach [Arp79] verwendet.

Die radialen Wellenfunktionen für diese Berechnung werden mit dem Programm SCFA
berechnet. Es basiert auf der DFT und verwendet ein Austausch-Korrelations-Potential
nach Hedin und Lundqvist [Hed71]. Um auch kernnahe Elektronen schwererer Elemente zu
beschreiben, werden Wellenfunktionen in skalar-relativistischer Näherung [Gun76, Koe77,
Tak78] verwendet.

Zur Bestimmung des Dopplerspektrums werden die radialen Wellenfunktionen der ato-
maren Orbitale mit einer Positronen-Wellenfunktion multipliziert und in den Impulsraum
transformiert. Dabei wird die Positronen-Wellenfunktion in Form einer Gaußschen Feh-
lerfunktion nach [Val02] parametrisiert. Dieser Teil der Berechnungen wird im Programm
POSSC durchgeführt.

Die so erzeugten radialen Impulsverteilungen für jedes Orbital werden dann mit ihrer
zugehörigen Annihilationsrate gewichtet aufaddiert [Ala96]. Die einzelnen Annihilations-
raten ergeben sich dabei als Überlapp der Positronendichte mit den Elektronendichten der
einzelnen Orbitale. Die Berechnung dieser Annihilationsraten erfolgt noch im Programm
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AtSup99 während die gewichtete Summe der Impulsverteilungen mit dem Programm CE-
AC gebildet wird.

Bei der Berechnung der Positronen-Wellenfunktionen wurden die Dimensionen der Su-
perzelle und die Auflösung des Realraumgitters von der ABINIT-Rechnung übernommen.
Es wurde die Beschreibung des Elektron-Positron-Korrelations-Potential in LDA mit ei-
nem Enhancement-Factor nach [Bor86] gewählt, da dies für Al-Legierungen zu den zu-
verlässigsten Resultaten führt [Koh10]. Die meisten Berechnungen wurden zweimal durch-
geführt. Dabei wurde im ersten Fall die Elektronendichte komplett in atomarer Superpo-
sition zusammengesetzt. Im zweiten Fall wurden die PAW-korrigierten Valenzelektronen-
dichten aus ABINIT eingelesen. Die Bestimmung des Potentials aus dieser Ladungsver-
teilung ohne radiale Symmetrie basiert in DOPPLER auf einer Routine zum Lösen der
Poisson-Gleichung nach [Hei01], die jedoch nur rechtwinklige Superzellen unterstützt.

3.5. Neu entwickeltes Programm (AB2D)

Das Programm AB2D (ABINIT to DOPPLER) wurde im Rahmen dieser Arbeit entwi-
ckelt, um Elektronen-Wellenfunktionen, die mit ABINIT und PAW-Potentialen berechnet
wurden, zur Berechnung der Dopplerspektren zu nutzen. Dazu rekonstruiert es zunächst
die Pseudowellenfunktionen ψ̃i der Valenzelektronen aus Daten, die von ABINIT ausge-
geben wurden. Mit Hilfe des PAW-Formalismus werden daraus die Wellenfunktionen ψi
des vollständigen Systems berechnet. Zusammen mit einer Positronen-Wellenfunktion ψ+,
die aus dem Programm AtSup99 übernommen wird, können dann Annihilationsrate und
Impulsverteilung für jede Elektronen-Wellenfunktion bestimmt werden. Zum Abschluss
werden die Impulsverteilungen der Valenzelektronen mit denen der Kernelektronen aus
der atomaren Superposition zu einem Doppler-Spektrum zusammengefasst. Der Program-
mablauf ist in Abbildung 3.8 schematisch dargestellt.

Eingelesene Daten Vor Aufruf des Programms AB2D werden zunächst die Elektronen-
Wellenfunktionen mit ABINIT und die Positronen-Wellenfunktion mit AtSup99 berechnet.
Die Positronendichte ρ+ kann aus der Datei WAVE3d1 als Funktion auf einem Realraum-
Gitter in ein Datenfeld geladen werden. Da die Wellenfunktion des ruhenden Positrons reell
und positiv ist, kann sie einfach als Wurzel der Dichte berechnet werden ψ+ =

√
ρ+. Um

bei der Bestimmung der Annihilationsraten auch den Enhancement-Factor γ berücksich-
tigen zu können, wird zusätzlich aus der Datei WAVE3d3 das Produkt aus Positronendichte
und Enhancement-Factor (ρ+ · γ) eingelesen.

Sollten die Positronendichten nicht die Gitterauflösung haben, die nachher für die Elek-
tronenwellenfunktionen verwendet wird, so werden die Gitter über eine doppelte Fourier-
Transformation angepasst. Dabei werden die Dichten zunächst in den Impulsraum trans-
formiert und dann zurück in den Ortsraum auf ein anderes Gitter. Dieser Vorgang kann
numerische Artefakte wie negative Dichten erzeugen. Sie werden zwar im Programm abge-
fangen, vermindern aber dennoch die Genauigkeit der Rechnung. Deshalb wird normaler-
weise die Gitterauflösung der Positronen-Berechnung in AtSup99 an die Gitterauflösung
der ABINIT-Rechnung angepasst.
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Abbildung 3.8.: Schematische Darstellung des Programmablaufs von AB2D. Nähere Erläuterun-
gen der einzelnen Schritte siehe Text.

Aus der von AtSup99 geschriebenen Datei OUTPUT werden die Annihilationsraten λi
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der einzelnen Orbitale ausgelesen. Die normierten Impulsverteilungen ρ̂±i der Kernorbita-
le werden zuvor mit dem Programm POSSC aus dem Paket DOPPLER berechnet und
werden aus den entsprechenden Dateien im Verzeichnis Rad gelesen. Diese Kernelektronen-
Impulsverteilungen können direkt mit den orbitalen Annihilationsraten gewichtet werden.
Da die Valenzelektronen nicht mehr in Orbitalen, sondern in Bändern beschrieben werden,
werden die Annihilationsraten der Bänder neu berechnet.

Die Elektronen-Pseudowellenfunktionen ψ̃i liegen als Koeffizienten der Ebene-Wellen-
Basis in einer Datei im WFK-Format vor. Aus dieser Datei wird zu Beginn zunächst der
Dateikopf mit Hilfe der ABINIT-Routine hdr io eingelesen. Dieser enthält Atompositio-
nen, Gittervektoren, die Auflösung des Realraumgitters und diverse weitere Parameter,
die zur Initialisierung vieler Datenfelder notwendig sind. Die eigentlichen Wellenfunktio-
nen werden erst im späteren Programmablauf mit der ABINIT-Routine rwwf immer nur
für den jeweils benötigten k-Punkt geladen.

Die zur Berechnung der Elektronen-Wellenfunktionen ψi notwendigen PAW-Basis- und
Projektorfunktionen werden aus den Dateien für die PAW-Pseudopotentiale der verwen-
deten Elemente übernommen. Diese enthalten die radialen Anteile dieser Funktionen auf
einem eindimensionalen logarithmischen Gitter. Der Winkelanteil muss durch die zugehöri-
gen Kugelflächenfunktionen ergänzt werden. Dabei werden, wie auch in ABINIT, die

”
reel-

len Kugelflächenfunktionen“ Slm verwendet [Tor08]. Dies hat den Vorteil, dass alle Basis-
und Projektorfunktionen reell bleiben.

Initialisierung Nachdem die Radialanteile der PAW-Basis- und Projektorfunktionen ein-
gelesen wurden, können diese auf einen sphärischen Bereich um jedes Atom übertragen
werden.

Dazu muss zunächst für jedes Atom bestimmt werden, welche Punkte des Realraum-
gitters der Rechenzelle innerhalb des

”
Abschneideradius“ (Cutoff-Radius) um ein Atom

liegen. Aufgrund der periodischen Randbedingungen sind bei der Berechnung des Abstan-
des zwischen Atomposition ~R und Gitterpunktkoordinate ~r auch alle periodischen Wie-
derholungen der Punkte in Betracht zu ziehen. Da alle Vektoren in relativen Koordinaten
angegeben werden, kann der Abstand d als

d2 = min
j

∣∣∣Ma

(
~r − ~R− ~σj

)∣∣∣
2

berechnet werden. Dabei ist Ma die Matrix der Gittervektoren und die Vektoren ~σj ent-
halten alle 27 Möglichkeiten, einen dreikomponentigen Vektor mit den Zahlen -1, 0 und 1
zu füllen.

Für jeden Punkt innerhalb des Abschneideradius werden in zwei Datenfeldern die Ko-
ordinaten im Realraumgitter der Zelle sowie der Abstand zum Atom abgelegt. Daneben
werden aus der Richtung des Verbindungsvektors Ma(~r − ~R − ~σj) noch die

”
reellen Ku-

gelflächenfunktionen“ Slm für alle benötigten Werte von l und m berechnet und in einem
weiteren Datenfeld abgelegt.

Das Datenfeld mit den Werten für die Abstände wird dann aufsteigend sortiert, wobei
ein Indexfeld erzeugt wird, das eine Zuordnung der sortierten Elemente zu ihrer ursprüng-
lichen Position ermöglicht. Dazu wird eine Implementierung des Heap-Sort-Algorithmus
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[Flo64] verwendet, die in ABINIT enthalten ist. Auf die so erhaltene, monotone Sequenz
von Abständen werden dann die PAW-Funktionen vom logarithmischen Gitter mit ei-
ner Spline-Interpolation übertragen. Dies geschieht mit Hilfe der in ABINIT enthaltenen
Implementierung von kubischen Splines in den Unterprogrammen spline und splint.

Rekonstruktion der Elektronen-Wellenfunktionen Das Programm AB2D geht nun alle
k-Punkte schrittweise durch. Mit der ABINIT-Routine rwwf liest es die Koeffizienten für
alle Wellenfunktionen sowie die Ebene-Wellen-Basis für diesen k-Punkt ein. Für jedes Band
des k-Punktes wird dann einzeln die Elektronen-Wellenfunktion rekonstruiert.

Dabei wird zunächst die Pseudowellenfunktion ψ̃i mit der ABINIT-Routine fourwf in
den Realraum transformiert. Diese verwendet Routinen von Goedecker [Goe97, Goe03]
zur schnellen Fourier-Transformation (FFT = Fast Fourier Transform).

Zur Berechnung der Wellenfunktion ψi aus der Pseudo-Wellenfunktion ψ̃i muss zunächst
für jeden Projektor das Skalarprodukt 〈p̃ab | ψ̃i〉 bestimmt werden. Der Index a läuft dabei
über alle Atome und der Index b über alle PAW-Basis-Vektoren des entsprechenden Atoms.

Nach Berechnung der Skalarprodukte werden die Gitterpunkte in den Sphären um die
Atome ein zweites Mal durchgegangen und dabei nach der Formel

ψi(~r) = ψ̃i(~r) +
∑

a

∑

b

〈p̃ab | ψ̃i〉
(
φab(~r)− φ̃ab(~r)

)

die korrigierte Wellenfunktion ψi berechnet (siehe Abb. 3.9).

Annihilationsraten Mit der Elektronen-Wellenfunktion erhält man auch die zugehörige
Dichte ρi = |ψi|2. Zusammen mit der Positronendichte ρ+ kann dann die Annihilationsrate
λi für jedes Elektron als

λi = πr2ec

∫
ρi(~r)ρ

+(~r)γ(~r) d3r

bestimmt werden (vgl. Gleichung (3.3)). Dabei ist πr2e der Wirkungsquerschnitt für den
Annihilations-Prozess und re der klassische Elektronenradius mit re = 5,325 · 10−5a0.
Der Enhancement-Factor γ wird dabei aus den Berechnungen des Programms AtSup99
übernommen.

Im Gegensatz zu allen anderen Größen wird die Annihilationsrate programmintern
nicht in atomaren Einheiten berechnet, sondern in 1/ns. Diese Praxis wurde aus dem
Programmpaket DOPPLER übernommen und vereinfacht den Vergleich der Raten von
Kern- und Valenzelektronen. Als Umrechnungs-Konstante zwischen dem Betragsquadrat
der Produkt-Funktion und der Annihilationsrate erhält man dann πr2ec = 50,4697 a30/ns.
Dabei ist zu beachten, dass das Integral über Elektronen- und Positronendichte wiederum
die Einheit einer Dichte hat.

Impulsverteilungen Um die Impulsverteilung des Elektron-Positron-Paares zu erhalten,
muss das Produkt aus Elektron- und Positron-Wellenfunktion ψ±i = ψi ·ψ+ aus dem Orts-
in den Impulsraum transformiert werden. Dazu wird wiederum die ABINIT-Routine zur
schnellen Fourier-Transformation verwendet. Auf diese Weise erhält man ψ±i (~k), wobei
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Abbildung 3.9.: Elektronen- und Positronen-Dichte auf einer {100}-Ebene in Al. Die rote Fläche
zeigt die Elektronendichte, die aus den Pseudowellenfunktionen ψ̃ berechnet wurde. In orange ist
darüber die Dichte aus den PAW-Wellenfunktionen ψ gelegt. An den Positionen der Atomkerne (in
der Mitte und an den Ecken) ist ein starker Anstieg der Elektronendichte durch die PAW Korrek-
turen sichtbar. Daneben zeigen sich dort auch Artefakte aufgrund der begrenzten Gitterauflösung.
Die Positronendichte ist in blau eingezeichnet. Sie verschwindet in der Nähe der Atomkerne, wes-
halb die Artefakte im kernnahen Bereich die Impulsverteilung der Elektron-Positron-Paare nicht
beeinflussen. Die Positronendichte wurde um den Faktor 10 vergrößert dargestellt.

~k die Wellenvektoren bezeichnet, die direkt proportional zum Impuls ~p = 2π~k sind. Die
Verteilung des annihilierenden Elektron-Positron-Paares im Impulsraum kann als

ρ±i (~p) = πr2ec
∣∣ψ±i (~p)

∣∣2

berechnet werden [Ala95].
Diese dreidimensionale Verteilung muss nun noch in zwei Dimensionen integriert wer-

den, um ein Spektrum der Dopplerverschiebung zu erhalten. Da die Verteilung auf einem
diskreten Gitter gegeben ist, bieten sich die Projektionen auf die 〈100〉-, 〈110〉- und 〈111〉-
Richtungen an. Bei vielen Experimenten hat die gemessene Annihilationsstrahlung jedoch
keine definierte Richtung bezüglich des Kristallgitters. Dies liegt zum einen an der Ver-
wendung von polykristallinen Proben und zum anderen daran, dass die Detektoren einen
möglichst großen Teil des Raumwinkels um die Probe abdecken. Deshalb ist für den Ver-
gleich vor allem ein mittlerer Wert für alle Raumrichtungen interessant. Als Näherung
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wird dafür aus den Dopplerspektren der 〈100〉-, 〈110〉- und 〈111〉-Richtungen ein Mittel-
wert berechnet. Dabei werden die 6 〈100〉-Richtungen mit 28%, die 12 〈110〉-Richtungen
mit 44% und die 8 〈111〉-Richtungen wieder mit 28% gewichtet (siehe dazu Anhang B).

Diese Näherung beruht auf der Annahme, dass ein kubisches Gitter vorliegt. Weicht
die Superzelle deutlich von der Würfelform ab, so führen diese Verhältnisse nicht mehr zu
einer optimalen Gewichtung. Zudem können die berechneten Richtungen in diesem Fall
den kompletten Raumwinkel weniger gut repräsentieren.

In den meisten Fällen zeigen sich deutliche Unterschiede für die unterschiedlichen Raum-
richtungen erst in einem Impulsbereich, der von den Kernelektronen dominiert wird (siehe
Abb. 3.10). Dadurch ist der Einfluss der Gewichtung auf das gesamte Dopplerspektrum
gering.

Nach dieser Integration erhält man eine ganze Schar von diskreten, eindimensionalen
Impulsverteilungen, die jedoch im Allgemeinen nicht auf dem selben Gitter liegen. Je
nach k-Punkt ist der Nullpunkt entsprechend verschoben. Dabei ist die Dichte der Daten-
punkte der einzelnen Impulsverteilungen relativ niedrig. Bei einer kubischen Rechenzelle
mit 1,2 Å Kantenlänge erhält man im Impulsintervall bis 25 · 10−3mec je nach Raum-
richtung 10 bis 20 Werte. Ein wichtiger Schritt besteht deshalb darin, alle Verteilungen
auf ein einheitliches Gitter zu bringen um die Bildung eines Mittelwertes entsprechend
der Gewichte der k-Punkte zu ermöglichen. Dafür wird die in ABINIT enthaltene Imple-
mentierung zur Spline-Interpolation verwendet. Als Zielgitter wird das für die Impulsver-
teilungen der Kernelektronen-Annihilation genommen. Damit vereinfacht sich die spätere
Zusammenführung der einzelnen Impulsverteilungen zu einem gesamten Dopplerspektrum.
Da ein Dopplerspektrum über mehrere Größenordnungen abfällt, wird die Interpolation
nicht mit den Werten selbst, sondern mit ihren Logarithmen vorgenommen, um störende
Artefakte wie z.B. negative Dichten zu verhindern.

Als letzter Schritt werden die Impulsverteilungen für sämtliche Elektronen addiert. Dazu
werden die normierten Impulsverteilungen ρ̂±i mit ihrer Annihilationsrate gewichtet und
addiert (siehe Abb. 3.10). Die notwendigen Daten für die Kernelektronen werden dabei
aus den Ausgabedateien der Programme AtSup99 und POSSC übernommen. Die gesamte
Impulsverteilung kann dann als

ρ±(p) =
∑

i

λi · ρ̂+−i (p)

berechnet werden (vgl. Gl. 3.5). Dies entspricht dem
”
state dependent“-Schema von [Mak06],

bei dem den Enhancement-Factor γ nicht Fourier-transformiert wird, sondern über die Le-
bensdauer einfließt.

Die Impulsverteilung kann auch mit ψ±i = ψi ·ψ+ ·√γ berechnet werden, was dem
”
state

independent“-Schema von [Mak06] entspricht.

Die gesamte Annihilationsrate aller Valenzelektronenbänder sollte dabei mit der Summe
der Annihilationsraten für die Valenzorbitale, die von AtSup99 berechnet wurden, über-
einstimmen. Durch die sehr unterschiedlichen Berechnungsweisen kommt es aber meistens
zu Abweichungen in der Größenordnung von einigen Prozent. Damit diese Abweichungen
nicht das Verhältnis von Kern- zu Valenzannihilation in der gesamten Impulsverteilung
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Abbildung 3.10.: Simuliertes Dopplerspektrum für reines Al (violett). Es setzt sich aus Kern-
Elektronen-Anteil (rot) und Valenzelektronenanteil (blau, cyan, grün) zusammen. Da der Valenz-
elektronenanteil nicht radialsymmetrisch ist, ist dieser in drei Kurven aufgeteilt die den Richtungen
〈100〉, 〈110〉 und 〈111〉 entsprechen. Für den Vergleich mit einer Messung (schwarz) wurde das si-
mulierte Spektrum mit der Detektorauflösung gefaltet (orange).

verschiebt, werden die Annihilationsraten der Valenzelektronenbänder entsprechend ska-
liert.
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4. Ergebnisse

Mit dem neu entwickelten Programm AB2D lassen sich Dopplerspektren realitätsnäher
simulieren als mit dem Schema der atomaren Superposition. Da aber auch die neue Soft-
ware auf Näherungen beruht, kann es zu Abweichungen kommen. Deswegen wird zunächst
ein Vergleich mit Messungen an Proben mit klar definierter Struktur durchgeführt. Auf
diese Weise kann geprüft werden, wie gut die Simulation die Messungen beschreiben kann.

In einem zweiten Schritt können dann Messdaten von Proben der Al-Legierungen, bei
denen die Umgebung der Leerstellen bislang unbekannt ist, mit Simulationen unterschied-
licher Strukturen verglichen werden. Zeigt sich dabei eine Übereinstimmung von Simulati-
on und Messung, so können Rückschlüsse auf die Umgebung der Leerstellen in der Probe
gezogen werden werden.

Dabei ist zu beachten, dass die Positronen in in den hier untersuchen metallischen Legie-
rungen meist nicht nur in einem Typ von Defekt zerstrahlen. Bei unvollständigem Einfang
findet z.B. die Annihilation sowohl im Defekt, als auch im defektfreien Zwischengitter statt.
Es können aber auch unterschiedliche Defekte miteinander konkurrieren. Dabei kann es
sich um Leerstellen handeln, die sich in unterschiedlicher Umgebung befinden, aber auch
um größere Ausscheidungsphasen ohne Leerstellen. Bei kleineren Defekten ohne Leerstelle
liegt die Bindungsenergie des Positrons bei Raumtemperatur unterhalb der thermischen
Energie. Ein effektiver Einfang der Positronen in solche

”
flachen Fallen“ findet nur bei

tiefen Temperaturen (10–100 K) statt.

Die Simulation des Dopplerspektrums kann mit unterschiedlichen Verfahren durch-
geführt werden. Bei der Berechnung der Positronen-Wellenfunktion und Annihilations-
raten können für die Valenzelektronen nicht nur Dichten aus der atomaren Superpo-
sition, sondern auch aus der ABINIT-Rechnung mit PAW Potentialen verwendet wer-
den. Eine zweite Wahlmöglichkeit ergibt sich bei der Einbeziehung des Enhancement-Fac-
tors in die Berechnung der Impulsverteilung. Er kann entweder nur über die Annihilati-
onsraten einfließen (state dependent), oder zusammen mit Elektronen- und Positronen-
Wellenfunktionen in den Impulsraum transformiert werden (state independent). Damit
ergeben sich, neben der vollständigen Berechnung in atomarer Superposition, vier Kom-
binationsmöglichkeiten zur Bestimmung eines Dopplerspektrums. Die Verwendung von
PAW-Dichten für die Valenzelektronen hat dabei nur einen geringen Einfluss auf die
Positronen-Wellenfunktion. Bei den unterschiedlichen Varianten bezüglich des Enhance-
ment-Factors können sich in einigen Fällen jedoch deutliche Unterschiede ergeben.

Die zum Vergleich herangezogenen experimentellen Daten wurden von B. Klobes gemes-
sen [Klo10]. Sie wurden größtenteils mit einer Detektorauflösung von 1,37 keV bestimmt.
Für den Vergleich wurden die simulierten Spektren mit einer der experimentellen Detek-
torauflösung entsprechenden Gauß-Verteilung gefaltet.

Die relaxierten Atom-Koordinaten auf denen einige Simulationen beruhen, wurden von
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4.1. Reine Elemente

I. Wolfertz (geb. Kohlbach) und T.E.M. Staab übernommen [Koh10]. Sie wurden mit
dem Programm SIESTA (Spanish Initiative for Electronic Simulations with Thousands of
Atoms) [Sol02] berechnet. Prinzipiell ist auch eine Relaxation der Atomkoordinaten mit
ABINIT möglich. Aufgrund des hohen Rechenaufwandes wurden jedoch nur unrelaxierte
Atomkoordinaten verwendet, falls keine SIESTA-Rechnungen vorlagen.

4.1. Reine Elemente

Als Referenzstrukturen dienen vor allem reine Elemente. Durch thermisches Ausheilen
der Proben können Messungen an sehr defektarmen Kristallen durchgeführt werden. Bei
diesen Messdaten kann eine vollständige Annihilation des Positrons im Zwischengitter
angenommen werden. Ein direkter Vergleich kann deshalb systematische Abweichungen
in der Simulation aufzeigen. Ein erster Test der Simulationen erfolgt daher im direkten
Vergleich der Dopplerspektren für reines Al, sowie für die Elementen Cu, Mg und Si.

Aluminium Als Basiselement der untersuchten Legierungen ist Al von besonderer Be-
deutung. Beim Vergleich von Messungen und Simulationen wird reines Al meistens als
Referenz verwendet. Dabei werden nicht die Dopplerspektren selbst, sondern nur ihre
Verhältnisse im Bezug auf defektfreies Al gegen den Impuls aufgetragen. In dieser Verhält-
nisdarstellung können sich systematische Fehler aufheben. Zudem werden Details im Kur-
venverlauf besser erkennbar. Auf diese Weise sind aber auch ein Großteil der Ergebnisse
von der Simulation für das ideale Al-Gitter abhängig.

Beim direkten Vergleich eines, an reinem Al gemessenen, Dopplerspektrums mit Simula-
tionen nach unterschiedlichen Verfahren, fällt auf, dass die Unterschiede recht gering sind.
Ausnahme ist hier die Methode, in der alle Impulsverteilungen in atomarer Superposition
berechnet werden (siehe Abb. 4.1).

Durch die Verwendung der mit ABINIT berechneten Valenzelektronendichten bei der
Berechnung der Positronen-Wellenfunktion im Programm AtSup99 ergeben sich nur sehr
geringe Unterschiede im simulierten Dopplerspektrum von reinem Al. Generell wird das
Dopplerspektrum von Al durch die neue Simulationsmethode sehr gut beschrieben. Nur
im Hochimpulsanteil sind leichte Abweichungen erkennbar.

Deutlichere Unterschiede zwischen den einzelnen Verfahren bei der Simulation zeigen
sich bei der Betrachtung von Leerstellen in Al. Die Messung wurde bei -40 °C an einer
abgeschreckten Probe aus reinem Al durchgeführt, so dass eine hohe Konzentration an
thermischen Leerstellen erhalten blieb. Diese liegen als Einzelleerstellen vor, da sich in
Al keine Leerstellencluster bilden [Car03]. Durch eine Lebensdauermessung an der Probe
konnte festgestellt werden, dass knapp die Hälfte der Positronen in Leerstellen eingefangen
werden. Zum Vergleich wurden deshalb die simulierten Spektren entsprechend skaliert
(siehe Abb. 4.2).

Es zeigt sich, dass die Veränderung des Dopplerspektrums durch den Einfang der Po-
sitronen in Leerstellen deutlich besser durch die Simulationen beschrieben wird, bei de-
nen die Impulsverteilungen der Valenzelektronen aus einer ABINIT-Rechnung mit PAW-
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Abbildung 4.1.: Vergleich von Dopplerspektren für reines Al. Neben einer Messung (schwarz) sind
simulierte Spektren für unterschiedliche Methoden aufgetragen. Die unterschiedliche Behandlung
des Enhancement-Factors (

”
state dependent“, blau und

”
state independent“, rot) führt zu keinen

größeren Veränderungen. Die Unterschiede durch die Verwendung von PAW-Elektronendichten bei
der Berechnung der Positronen-Wellenfunktion sind noch kleiner und würden innerhalb der Lini-
enbreite liegen. Für

”
AtSup“ wurden alle Impulsverteilungen in atomarer Superposition gerechnet.

Alle simulierten Spektren wurden mit der Detektorauflösung von 1,37keV gefaltet.

Potentialen stammen. Der Einfluss, den die unterschiedlichen Berechnungsverfahren dabei
haben, ist auch hier eher gering.

Am Beispiel der einfachen Leerstelle in Al kann auch der Einfluss der Relaxationen
der Atome in unmittelbarer Nachbarschaft der Leerstelle betrachtet werden (siehe Abb.
4.3). Die Verschiebung der Atomkoordinaten hat dabei einen größeren Einfluss auf das
Dopplerspektrum als die unterschiedliche Behandlung des Enhancement-Factors.

Dabei findet sich eine bessere Übereinstimmung der Messung mit der Simulation für
unrelaxierte Koordinaten. Die erste Annahme wäre jedoch, dass die relaxierten Atom-
positionen der Realität deutlich näher kommen. Dies ist ein Hinweis darauf, wie das in
der Leerstelle lokalisierte Positron selber die Relaxationen der benachbarten Atome beein-
flusst. In der Simulation bleibt ein solcher Effekt bislang unberücksichtigt. In diesem Falle
würden die relaxierten Atomkoordinaten mit einem Positron eher denen der unrelaxierten
Leerstelle entsprechen.
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Abbildung 4.2.: Simuliertes Dopplerspektrum einer einfachen Leerstelle in Al und Messung bei
-40 °C an einer abgeschreckten Reinst-Al-Probe. Für die Simulation wurden relaxierte Koordinaten
verwendet. Die simulierten Spektren wurden auf einen Positroneneinfang von 44% in Leerstellen
skaliert, was dem durch Lebensdauermessungen ermittelten Wert entspricht. Neben der Simulati-
on für die reine atomare Superposition

”
AtSup“ sind hier noch die unterschiedlichen Ergebnisse

für die vier verschiedenen Berechnungsverfahren aufgetragen. Dabei zeigen sich sowohl durch die
unterschiedliche Behandlung des Enhancement-Factors (

”
st. dep.“ und

”
st. ind.“) wie auch durch

die Verwendung von Valenzelektronendichten aus der PAW-Rechnung (b) anstelle der atomaren
Superposition (a) bei der Berechnung der Positronen-Wellenfunktion nur kleine Verschiebungen.
Die relativ ungenaue Beschreibung des Bereiches niedriger Impulse kann an einer Berechnung der
Relaxationen ohne Positron liegen (siehe dazu Abb. 4.3).

Verkleinert sich die Leerstelle durch Einwärts-Relaxation, so wird die Positronen-Wel-
lenfunktion stärker lokalisiert. Dadurch erhöht sich der Impuls des Positrons, was zu einem
Anstieg des Dopplerspektrums in einem Bereich um 8 · 10−3mec führt [Cal05]. Auf diese
Weise wird der Einfluss der veränderten Relaxation auf das Dopplerspektrum verstärkt.

Kupfer Im Gegensatz zu den anderen hier betrachteten Elementen sind beim Cu Orbitale
aus der vierten Schale besetzt. Besonders die Elektronen des 3d-Orbitals tragen in den
Dopplerspektren zum Hochimpulsanteil bei.

Beim Vergleich der simulierten Dopplerspektren mit einer Messung an reinem Cu zeigt
sich, dass dieses im

”
state independent“-Schema deutlich besser beschrieben wird (siehe
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Abbildung 4.3.: Simuliertes Dopplerspektrum einer einfachen Leerstelle in Al für relaxierte sowie
unrelaxierte Koordinaten im Vergleich zur Messung. Der Einfluss der unterschiedlichen Behandlung
des Enhancement-Factors (

”
st. dep.“ und

”
st. ind.“) hat dabei einen geringeren Einfluss auf das

Dopplerspektrum als die Relaxation der Atomkoordinaten. Besonders im Bereich niedriger Impulse
kann die Simulation mit unrelaxierten Koordinaten die Messung deutlich besser beschreiben. Dies
kann ein Hinweis auf eine Veränderung der Relaxation durch das in der Leerstelle lokalisierte
Positron sein.

Abb. 4.4). Im Verhältnis zu reinem Al sieht man deutlich den erhöhten Hochimpulsanteil.

Da bei Cu die Valenzelektronen stärker als bei den anderen Elementen zum Hochim-
pulsanteil beitragen, ist hier eine gute Beschreibung der Valenzelektronen von besonderer
Bedeutung. Deshalb wurde für Cu ein Pseudopotential generiert, bei dem die PAW-Basis
um drei Funktionen erweitert wird. Damit lässt sich die Beschreibung des Hochimpulsan-
teils deutlich verbessern (siehe Abb. 4.5).

Bei ABINIT-Berechnungen mit Cu-Pseudopotentialen, die im
”
Vanderbilt“-Schema ge-

neriert wurden, treten zudem in einigen Fällen Probleme bei der Konvergenz der Gesamt-
energie während des iterativen Lösens der Kohn-Sham-Gleichungen auf. Deshalb wurde bei
den weiteren Berechnungen ein Pseudopotential verwendet, das mit dem

”
Blöchl“-Schema

erzeugt wurde.

Durch die erweiterte PAW-Basis kann vor allem der Hochimpulsanteil des Doppler-
spektrums sowohl absolut (Abb. 4.4) als auch im Verhältnis zu Al (Abb. 4.5) relativ gut
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Abbildung 4.4.: Vergleich eines gemessenen Dopplerspektrums von reinem Cu mit unterschiedli-
chen Simulationen. Fließt der Enhancement-Factor entsprechend der

”
state independent“-Methode

in die Berechnung des Dopplerspektrums ein (rot), so kann die Messung deutlich besser beschrieben
werden.

beschrieben werden. Dass die Verhältnis-Kurve im Hochimpulsanteil dennoch unterhalb
der Messwerte liegt, ist eher in Abweichungen des Al-Spektrums begründet (vgl dazu Abb.
4.1).

Durch die hohe Zahl an Valenzelektronen ist der Rechenaufwand für Cu deutlich höher
als beispielsweise für Al. Die vergrößerte PAW-Basis erhöht den Rechenaufwand zusätzlich.
Deshalb wurde für diese Simulation nur eine Superzelle mit 32 Atomen verwendet.

Magnesium Mg ist in vielen Al-Legierungen enthalten. Da seine Ordnungszahl nur um
eins niedriger als die des Al ist, zeigen die Dopplerspektren von Mg und Al deutlich
geringere Unterschiede als die von Cu und Al. Wie auch beim Dopplerspektrum von Al
zeigt bei Mg die Messung gegenüber der Simulation einen niedrigeren Hochimpulsanteil
(siehe Abb. 4.6).

In der Verhältnisdarstellung lässt sich erkennen, dass die Abweichungen von Al und Mg
nur im Rahmen von 10-20% liegen. Dabei ist die Überschätzung des Hochimpulsanteils
durch die Simulation bei Mg größer als bei Al (siehe Abb. 4.7).

Die unterschiedlichen Verfahren bei der Berechnung des Dopplerspektrums haben im
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Abbildung 4.5.: Gemessenes Dopplerspektrum von reinem Cu im Verhältnis zu reinem Al
(schwarz). Im Vergleich dazu Spektren, die mit unterschiedlichen Pseudopotentialen für Cu im

”
state dependent“-Schema simuliert wurden. Das eine Pseudopotential wurde mit 6 Basisvektoren

im Schema nach Blöchl erzeugt. Das andere Pseudopotential im Schema nach Vanderbilt beruht
hingegen nur auf 3 Basisvektoren. Durch erweiterte Basis wird vor allem der Verlauf im Hochim-
pulsanteil besser beschrieben, bleibt aber immer noch etwas zu niedrig.

Fall von Mg nur einen sehr geringen Einfluss. In den Abbildungen 4.6 und 4.7 sind je-
weils die Ergebnisse für die unterschiedlichen Behandlungsweisen des Enhancement-Fac-
tors (

”
state dependent“, blau und

”
state independent“, rot) dargestellt. Die Unterschiede

durch die Berechnung der Positronen-Wellenfunktion mit Valenzelektronen-Dichten aus
ABINIT sind auch in diesem Falle zu vernachlässigen.

Silizium In seiner Elektronen-Konfiguration ist Si ebenfalls Al ähnlich. Da reines Si in
der Diamantstruktur vorliegt, wurden die Simulationen mit einer Superzelle von nur 96
Atomen durchgeführt. Wie auch bei Mg, weist das Dopplerspektrum von Si große Ähn-
lichkeiten zu dem von Al auf. Im Bezug auf die Verfahren zur Berechnung des Doppler-
spektrums zeigen sich hier jedoch im Hochimpulsanteil größere Unterschiede (siehe Abb.
4.8). Im Gegensatz zu Cu wird Si jedoch durch das

”
state dependent“-Schema besser

beschrieben.

Im Verhältnis zu reinem Al zeigen sich bei Si wie auch bei Cu eine Unterschätzung des
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Abbildung 4.6.: Vergleich eines gemessenen Dopplerspektrums von reinem Mg mit unterschied-
lichen Simulationen. Die Simulation in atomarer Superposition (AtSup) ist in schwarz dargestellt.
Deutlich besser werden die Messwerte durch Rechnungen mit der neuen Methode beschrieben. Die
unterschiedliche Behandlung des Enhancement-Factors (

”
st. dep.“ und

”
st. ind.“) hat dabei nur

geringe Auswirkungen.

Hochimpulsanteils durch die Simulation gegenüber der Messung (siehe Abb. 4.9). Dies ist
zum größeren Teil auf Abweichungen beim Dopplerspektrum von Al zurückzuführen, das
als Referenz dient.

Zusammenfassung Insgesamt stellen die Simulationen der Dopplerspektren auf Basis
von PAW-Wellenfunktionen aus ABINIT eine deutliche Verbesserung gegenüber der reinen
atomaren Superposition dar. Dies zeigt, dass die unzureichende Beschreibung der Valenz-
elektronen die größte Schwachstelle der bisherigen Simulationen ist. Durch die Verwendung
der PAW-Valenzelektronendichten bei der Berechnung der Positronen-Wellenfunktion er-
geben sich jedoch nur sehr geringe Verschiebungen. An dieser Stelle scheint die atomare
Superposition also bereits eine ausreichend gute Beschreibung liefern zu können.

Bezüglich der Verfahren zur Einbeziehung des Enhancement-Factors in die Doppler-
spektren zeigen sich bei Al und Mg kaum Unterschiede. Bei Cu ist die Beschreibung durch
das

”
state independent“-Schema besser, bei Si hingegen durch das

”
state dependent“-

Schema. Eine klare Entscheidung, zugunsten des einen oder anderen Schemas lässt sich
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Abbildung 4.7.: Vergleich eines gemessenen Verhältnisses von reinem Mg zu reinem Al mit
unterschiedlichen Simulationsrechnungen.

damit nicht treffen. Deswegen wird im Folgenden für die Simulationen der Al-Cu- und Al-
Mg-Cu-Legierungen das

”
state independent“-Schema und für Al-Mg-Si-Legierungen das

”
state dependent“-Schema verwendet.
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Abbildung 4.8.: Vergleich eines gemessenen Dopplerspektrums von reinem Si mit Simulationen
in atomarer Superposition (schwarz) sowie dem

”
state dependent“- (blau) und dem

”
state inde-

pendent“-Schema (rot).
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Abbildung 4.9.: Gemessenes Dopplerspektrum von reinem Si im Verhältnis zu reinem Al
(schwarz). Im Vergleich dazu Spektren, die mit unterschiedlichen Methoden simuliert wurden.
Es ist erkennbar, dass die Simulationen mit Valenzelektronen aus PAW-Rechnungen die Messwer-
te besser beschreiben, als die reine atomare Superposition. Es zeigt sich im Vergleich zu Al eine
ähnliche Unterschätzung des Hochimpulsanteils wie bei Cu. Diese Differenz zu den Messwerten
wird größtenteils durch Abweichungen im Hochimpulsanteil des simulierten Dopplerspektrums von
reinem Al erzeugt.
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4.2. Al-Cu-Legierungen

4.2. Al-Cu-Legierungen

Im Al-Cu-System sind vor allem die Frühstadien der Ausscheidungsbildung interessant,
die sich schon nach wenigen Minuten bei Raumtemperatur bilden. Im Weiteren kann auch
die Umgebung der Leerstellen betrachtet werden, die sich bei Bildung der weiteren Aus-
scheidungsphasen bei höheren Temperaturen verändert.

Θ-Phase Als Beispielsystem mit bekanntem Zustand dient hier eine Messung an der Θ-
Phase, die mit der Bonner Positronen-Mikrosonde (BPM) durchgeführt wurde. Durch die
hohe räumliche Auflösung der BPM konnte diese Messung selektiv an einer Ausschei-
dung vorgenommen werden. Die gemessene Annihilationsstrahlung stammt damit fast
vollständig von Positronen, die in der Θ-Phase zerstrahlt sind. Als Vergleich kommen
in diesem Fall nicht nur die Simulation für die reine Θ-Phase in Frage, sondern auch die
Simulation für die beiden Leerstellentypen auf dem Al- bzw. Cu-Untergitter (siehe Abb.
4.10). Da die Ausscheidung der Θ-Phase in einer Al-Matrix eingebettet ist und unter Al-
reichen und Cu-armen Bedingungen gebildet wurde, kann man davon ausgehen, dass sich
die Leerstellen vor allem auf dem Cu-Untergitter befinden.
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Abbildung 4.10.: Gemessenes Dopplerspektrum einer Ausscheidung der Θ-Phase im Verhältnis
zu reinem Al. Im Vergleich dazu Spektren für die reine Θ-Phase, sowie für die Leerstellen auf dem
Al- und Cu-Untergitter.
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4. Ergebnisse

Beim Vergleich von Simulation und Messung zeigt sich, dass das gemessene Signal nur
mit Hilfe von Leerstellen zu erklären ist. Ein Einfang in Cu-Leerstellen ist dabei am wahr-
scheinlichsten. Denkbar wäre auch eine Überlagerung mit Signalen aus Al-Leerstellen und
einem geringen Anteil aus dem Zwischengitter. In jedem Falle bestätigt die Simulation die
erwartete Dominanz von Leerstellen auf dem Cu-Untergitter.

Es wird auch deutlich, dass diese Schlussfolgerungen erst durch die verbesserte Simu-
lation ermöglicht werden. Mit dem Ergebnis aus der reinen atomaren Superposition, das
ebenfalls in Abb. 4.10 dargestellt ist, ließe sich die Messung nicht beschreiben.

Frühstadien bei Kaltauslagerung Zur Untersuchung der Frühstadien der Ausscheidungs-
bildung wurde eine Al-Legierung mit 4 Gew.% (≈ 1,7 At.%) Cu nach dem Abschrecken bei
Raumtemperatur gelagert. Nimmt man direkt nach dem Abschrecken eine gleichmäßige
Verteilung der Cu-Atome in der Al-Matrix an, so befindet sich bei dieser Konzentration
schon bei etwa 19% aller Cu-Atome mindestens ein weiteres Cu-Atom unter den 12 nächs-
ten Nachbarn. Nimmt man die Nachbaratome der beiden nächsten Schalen hinzu, so steigt
diese Wahrscheinlichkeit auf 55%. Da die Diffusion auf der Bewegung der Leerstellen be-
ruht, ist damit gut vorstellbar, dass sich schon recht bald nach dem Abschrecken mehrere
Cu-Atome in der Nachbarschaft der Leerstellen anlagern.

In Abb. 4.11 sind Messungen für Auslagerungsdauern von 2 Minuten bis 26 Stunden bei
Raumtemperatur dargestellt. Obwohl sich in dieser Zeit die GP-Zonen bilden [Son05], ist
kaum eine Veränderung in der Umgebung der Leerstellen erkennbar. Zum Vergleich bieten
sich Simulationen zu Leerstellen mit angelagerten Cu-Atomen an.

Die Anzahl der Cu-Atome, die in nächster Nachbarschaft zur Leerstelle benötigt wer-
den, um die Messungen zu erklären, liegt mit etwa vier unerwartet hoch. Auch wird für
vier Cu-Atome und eine Leerstelle nicht erwartet, dass die Leerstelle von den Cu-Atomen
umgeben ist, da sich eine derartige Anordnung in Simulationsrechnungen als energetisch
ungünstig erwiesen hat [Sta08]. Hier scheint die Messung also schon für eine Auslagerungs-
dauer von 2 Minuten einen Hinweis auf größere Ansammlungen von Cu-Atomen zu geben.
Alternativ kann auch angenommen werden, dass die Cu-Atome im ersten Stadium der
Ausscheidungsbildung noch nicht flächig auf einer {100}-Ebene angeordnet sind.

Haben sich nach ein paar Stunden GP-Zonen gebildet, so kann die Messung auch
durch Leerstellen in einer Cu-Ebene erklärt werden. Dazu wurde eine Simulation für ei-
ne Leerstelle in einer Cu-Ebene der Θ′′-Phase durchgeführt. Berücksichtigt man die Un-
terschätzung des Cu-Hochimpulsanteils durch die Simulation, so zeigt sich eine recht gute
Übereinstimmung mit den experimentellen Daten. Dennoch kann diese Rechnung nur einen
groben Hinweis geben, da sie nur mit 32 Atomen durchgeführt wurde und für eine derartige
Struktur keine relaxierten Koordinaten vorlagen.

Warmauslagerung Bei Auslagerungstemperaturen bis 200 °C zeigt sich wenig Verände-
rung gegenüber der Kaltauslagerung (siehe Abb. 4.12). In diesem Temperaturbereich wach-
sen die GPZ und bilden die Θ′′-Phase. Als Vergleich zu diesen Messungen ist noch einmal
die Simulation zur unrelaxierten Cu-Leerstelle dargestellt.

Bei 270 °C sollte die Θ′-Phase die dominierende Ausscheidung sein. Die Messungen
zeigen für diese Auslagerungstemperatur einen deutlichen Anstieg im Hochimpulsanteil.
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4.2. Al-Cu-Legierungen
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Abbildung 4.11.: Gemessenes Dopplerspektrum einer kalt ausgelagerten Probe von Al mit
4 Gew.% Cu im Verhältnis zu reinem Al für Lagerzeiten von 2 Minuten bis 26 Stunden. Im Vergleich
dazu Simulationen für eine Leerstelle in Al mit einer unterschiedlichen Anzahl an angelagerten Cu-
Atomen. Die Cu-Atome sind dabei auf einer {100}-Ebene um die Leerstelle angeordnet. Ab etwa 4
Cu-Atomen (blau, Al-1V4Cu) in nächster Nachbarschaft zur Leerstelle findet sich eine akzeptable
Beschreibung der Messwerte.

Dieser Befund lässt sich mit den Simulationen leider nicht nachvollziehen. Diese Diskre-
panz liegt wahrscheinlich in der Struktur der Θ′-Phase begründet, in der eine Cu-Leerstelle
ein relativ großes offenes Volumen erzeugt. Die daraus resultierende schwächere Lokalisie-
rung des Positrons führt in einer Superzelle von 107 Atomen zu

”
finite size“-Effekten.

Dabei wird die Positronen-Wellenfunktion durch den zu geringen Abstand der Leerstellen
zusätzlich ins Zwischengitter gezogen. Zur Vermeidung dieses Problems wäre eine weite-
re Vergrößerung der Superzelle auf 287 Atome notwendig. Dies übersteigt jedoch die zur
Verfügung stehende Rechenleistung. Generell lässt sich für die Θ′-Phase jedoch feststel-
len, dass die Messung eher durch eine Leerstelle auf dem Cu- als auf dem Al-Untergitter
beschrieben wird.

Für die Θ-Phase, die nach Auslagerung bei 350 °C in der Probe vorhanden ist, führt die
Simulation einer Leerstelle auf dem Cu-Untergitter zu der größten Übereinstimmung. Im
Gegensatz zur gezielten Messung an einer Ausscheidung mit der BPM muss hier jedoch
zusätzlich ein unvollständiger Einfang der Positronen in die Ausscheidungen angenommen
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Abbildung 4.12.: Gemessenes Dopplerspektrum einer bei unterschiedlichen Temperaturen warm
ausgelagerten Probe von Al mit 4 Gew.% Cu im Verhältnis zu reinem Al. Im Vergleich dazu Simu-
lationen für Leerstellen in den entsprechenden Ausscheidungsphasen.

werden. Dieser unvollständige Einfang wäre in diesem Fall auf die im Rahmen des Aus-
scheidungswachstums gesunkene Dichte der Defekte zurückzuführen. In Abb. 4.12 ist zu
erkennen, dass man unter dieser Annahme zu einem Wert von etwa 30% für den Positro-
neneinfang kommt.

Zusammenfassung Bei der Ausscheidungsbildung in Al-Cu-Legierungen kommt es schon
in einem sehr frühen Stadium zu einer Ansammlung von Cu-Atomen in der Umgebung
der Leerstellen. Schon nach 2 Minuten bei Raumtemperatur zeigt die Messung ein Dopp-
lerspektrum, das auf einen mittleren Wert von vier oder mehr Cu-Atomen in der Umge-
bung der Leerstelle hindeutet. Im weiteren Ausscheidungswachstum liegen die Leerstellen
größtenteils auf dem Cu-Untergitter, da die Ausscheidungen unter Cu-armen Bedingungen
wachsen.

4.3. Al-Mg-Cu-Legierungen

In Al-Mg-Cu-Legierungen wird bei Raumtemperatur keine Bildung von Zonen wie bei
Al-Cu-Legierungen beobachtet. Damit fehlt ein Vorbild dafür, wie in diesem System die
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4.3. Al-Mg-Cu-Legierungen

Frühstadien von Ausscheidungen aussehen könnten. Die in Atomsondenmessungen nach-
gewiesen Mg-Cu-Cocluster legen jedoch nahe, dass sich auch schon von Anfang an Mg-
und Cu-Atome zusammenlagern.

Frühstadien bei Kaltauslagern Die Messungen an einer Al-Mg-Cu-Legierung, die nach
dem Abschrecken bei Raumtemperatur ausgelagert wurde, zeigt im Vergleich zur Al-Cu-
Legierung einen niedrigeren Hochimpulsanteil (siehe Abb. 4.13). Während der Kaltausla-
gerung gibt es auch hier keine größeren Veränderungen des Dopplerspektrums.
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Abbildung 4.13.: Verhältnis zu reinem Aluminium von den gemessenen Dopplerspektren einer
Al-Legierung mit 1,6 Gew.% Mg und 4,4 Gew.% Cu für Kaltauslagerungszeiten zwischen 2 Minuten
und 26 Stunden. Im Vergleich dazu sind simulierten Spektren für Leerstellen-Fremdatom-Komplexe
dargestellt. Liegt ein Cu-Atom in direkter Nachbarschaft zur Leerstelle, so passt die Simulation
besser zur Messung. Eine gute Übereinstimmung wird jedoch erst bei einer höheren Anzahl von
Cu-Atomen, wie z.B. um eine Cu-Leerstelle in der Θ′′-Phase (schwarz), erreicht.

Vergleicht man die Messungen mit Simulationen an Leerstellen mit nur einem angela-
gerten Mg-Cu-Paar, so zeigen sich deutliche Abweichungen im Hochimpulsanteil. Diese
Abweichungen verringern sich, wenn man die Zahl der Cu-Atome erhöht. Als Beispiel für
eine Struktur mit mehr Cu ist hier noch einmal die Simulation zur Cu-Leerstelle in der
Θ′′-Phase in unrelaxierten Koordinaten eingetragen.
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4. Ergebnisse

Warmauslagerung Bei einer Temperatur von 150 °C setzt bei Al-Mg-Cu-Legierungen
sofort das

”
rapid hardening“ ein. Das in diesem Zustand gemessene Dopplerspektrum

zeigt dabei einen noch stärkeren Anstieg im Hochimpulsanteil als in Al-Cu-Legierungen.
Während sich bei der weiteren Auslagerung GPB-Zonen sowie die S′′-Phase bilden, bleibt
das Signal weitgehend unverändert. Erst mit der Bildung der S-Phase nach 10 Stunden bei
215 °C zeigt sich eine deutliche Veränderung im Dopplerspektrum (siehe Abb. 4.14). Zum
Vergleich kann in diesem Fall nur eine Simulation einer unrelaxierten Cu-Leerstelle in der
S-Phase herangezogen werden, da bislang noch keine relaxierten Koordinaten für Defekte
in dieser Phase verfügbar sind. Die Ähnlichkeiten zwischen Messung und Simulation lassen
dabei auf einen Einfang der Positronen in Leerstellen der S-Phase schließen. Für eine
genauere Identifikation des Defektes sind die Vereinfachungen der Simulation zu stark,
zumal sich die Simulation auf eine Rechenzelle von 63 Atomen beschränkt.
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Abbildung 4.14.: Gemessene Dopplerspektren einer Al-Mg-Cu-Legierung bei Warmauslagerung.
Bis zu einer Temperatur von 215 °C, bei der sich die S-Phase bildet, zeigen sich dabei wenig
Veränderungen. Zum Vergleich können in diesem Fall nur unrelaxierte Defekte in Ausscheidungs-
phasen herangezogen werden. Eine gute Beschreibung der Messergebnisse durch die Simulation ist
aufgrund dieser Einschränkung nicht möglich.

Zur Erklärung des starken Hochimpulsanteils nach Einsetzen des
”
rapid hardening“ gibt

es mehrere Ansätze. In einem Modell für die S′′-Phase, das sich bei Simulationen als ener-
getisch günstig erwiesen hat, sind die {100}-Ebenen des Al-Gitters abwechselnd in der
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4.4. Al-Mg-Si-Legierungen

Schichtreihenfolge Mg-Al-Cu-Al besetzt [Wol01]. Die atomare Umgebung einer Leerstelle
auf dem Cu-Untergitter entspricht dabei weitgehend der in einer Θ′′-Phase. Ein Einfang
der Positronen in Leerstellen, die sich in einer Cu-Ebene befinden, vergrößert den Hoch-
impulsanteil des simulierten Spektrums. Um jedoch in die Größenordnung der Messung
zu kommen, muss jedoch zusätzlich angenommen werden, dass die Positronen zu einem
gewissen Anteil in Cu-Schichten ohne Leerstelle zerstrahlen (siehe Abb. 4.14). Dass ein sol-
cher Zustand über eine längere Zeit der Ausscheidungsbildung konstant bleibt, ist jedoch
sehr unwahrscheinlich.

Zusammenfassung In der untersuchten Al-Mg-Cu-Legierung zeigt sich schon nach we-
nigen Minuten bei Raumtemperatur ein Dopplerspektrum, das wie auch bei der Al-Cu-
Legierung die Ansammlung von im Mittel etwa vier Cu-Atomen an einer Leerstelle na-
helegt. Geht man davon aus, dass sich in diesem Fall Mg-Cu-Paare bilden, so ergeben
sich eine große Zahl von möglichen Anordnungen der Paare um die Leerstelle. Die ge-
ringen Verschiebungen im Dopplerspektrum während der Kaltauslagerung deuten darauf
hin, dass gewisse Geometrien dabei bevorzugt sind, da sich die Umgebung der Leerstel-
len kaum verändert. Zur Identifikation der bevorzugten Anordnungen sind jedoch weitere
Simulationen zur Relaxation von Atomkoordinaten notwendig.

4.4. Al-Mg-Si-Legierungen

Für dieses Materialsystem wurden neben Messungen an der ternären Legierung auch Mes-
sungen an den beiden binären Systemen Al-Mg und Al-Si durchgeführt.

β-Phase Mit der BPM wurde ein Dopplerspektrum von einer einzelnen Ausscheidung
der β-Phase aufgenommen (siehe Abb. 4.15). Bei einem Vergleich mit Simulationen zeigt
sich die größte Übereinstimmung mit der defektfreien β-Phase.

Nimmt man dennoch den Einfang in einer Leerstelle an, so benötigt man zusätzlich die
Annahme, dass die Positronen nur teilweise in der Ausscheidung zerstrahlen. In Abbil-
dung 4.15 ist dies beispielsweise für die Mg-Leerstelle und einem Positronen-Einfang von
30% dargestellt. Die unregelmäßige Form der Ausscheidung in diesem Fall dazu führen,
dass auch einige Positronen im defektfreien Al annihilieren. Ein so niedriger Anteil an
eingefangen Positronen ist aber dennoch unwahrscheinlich. Die β-Phase scheint also ver-
gleichsweise defektarm zu sein und wegen ihrer offenen Struktur auch ohne Leerstellen
Positronen einzufangen.

Frühstadien In Abbildung 4.16 sind die gemessenen Dopplerspektren einer Al-Legierung
mit 1 Gew.% Mg, einer mit 0,8 Gew.% Si sowie einer Legierung mit 0,4 Gew.% Mg und
0,4 Gew.% Si dargestellt. Vergleicht man simulierte Dopplerspektren für Leerstellen-Fremd-
atom-Komplexe mit den Messungen, so lassen sich deutliche Unterschiede erkennen.

Im Falle der Al-Si-Legierung lassen sich die Messergebnisse mit der Simulation einer
Leerstelle mit einem benachbarten Si-Atom erklären, wenn man einen Einfang von nur
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Abbildung 4.15.: Gemessenes Dopplerspektrum einer β-Phase im Verhältnis zu reinem Al
(schwarz). Im Vergleich dazu sind Simulationen für die defektfreie β-Phase, sowie für Leerstel-
len auf den beiden Untergittern dargestellt.

20% in diesen Defekt annimmt (siehe Abb. 4.16). Dieser im Vergleich zu Cu-haltigen Legie-
rungen niedrige Wert kann in einer geringeren Bindung der Leerstellen an die Fremdatome
begründet sein, was die Konzentration der eingeschreckten Leerstellen bei Raumtempera-
tur sinken lässt.

Bei der Al-Mg-Legierung würde die Annahme eines unvollständigen Positroneneinfangs
die Übereinstimmung zumindest für den Bereich der hohen Impulse verbessern. Für nied-
rige Impulse verringern sich dann jedoch die Übereinstimmungen in diesem Fall. Eine
steigende Anzahl an Mg-Atomen in der Nähe der Leerstelle führt zwar zu einer Zunahme
im Hochimpulsanteil, die jedoch zu gering ist, um die Messergebnisse zu erklären.

Warmauslagerung Bei einer Auslagerung von 4 Stunden bei 190 °C zeigen sich in der
Al-Si- und der Al-Mg-Si-Legierung wenig Veränderungen. Das Dopplerspektrum der Al-
Mg-Legierung gleicht sich weitgehend dem Wert von reinem Al an. Dies ist ein Zeichen
dafür, dass die Leerstellenkonzentration ihr thermisches Gleichgewicht erreicht hat und
die Mg-Atome keine Ausscheidungen gebildet haben (siehe Abb. 4.17).

Vergleicht man das Dopplerspektrum der warm ausgelagerten Al-Mg-Si-Legierung mit
einer Simulation der defektfreien β-Phase, so ergibt sich eine Übereinstimmung, die etwa
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Abbildung 4.16.: Gemessene Dopplerspektren einer Al-Legierung mit 1 Gew.% Mg, einer mit
0,8 Gew.% Si sowie einer Legierung mit 0,4 Gew.% Mg und 0,4 Gew.% Si direkt nach dem Abschre-
cken. Im Vergleich dazu Simulationen zu Leerstellen-Fremdatom-Komplexen.

mit der Messung an einer einzelnen Ausscheidung in der BPM vergleichbar ist.

Zusammenfassung Die Messungen an der Al-Si-Legierung lassen sich mit Simulationen
zu einer Leerstelle mit angelagertem Si-Atom in Übereinstimmung bringen, wenn ein re-
lativ geringer Positroneneinfang angenommen wird. Im Fall der Al-Mg-Legierung ist dies
weniger deutlich, was unter Umständen an einer generell schlechteren Beschreibung von
Mg durch die Simulationen liegt (siehe Kap. 4.1). Die Messung an der Al-Mg-Si-Legierung,
die schon direkt nach dem Abschrecken einen Verlauf zeigt, der etwa der defektfreien β-
Phase entspricht, lässt sich auf diese Weise nicht erklären.

Für die Al-Mg-Si-Legierung wird bei Kaltauslagerung eine Positronenlebensdauer von
etwa 210 ps gemessen. Dieser Wert liegt niedriger als die berechneten Werte für Leerstellen-
Fremdatom-Komplexe, die bei etwa 230 ps liegen. Auch die berechnete Lebensdauer in
einer defektfreien β-Phase liegt in dieser Größenordnung. Bei Rechnungen in in atomarer
Superposition erhält man für die β′′-Phase eine Lebensdauer von 205 ps. Dies könnte ein
Hinweis darauf sein, dass in Al-Mg-Si-Legierungen schon bei Raumtemperatur ein Einfang
in Mg-Si-Ausscheidungen ohne Leerstelle stattfindet.
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Abbildung 4.17.: Gemessene Dopplerspektren einer Al-Legierung mit 1 Gew.% Mg, einer mit
0,8 Gew.% Si, sowie einer Legierung mit 0,4 Gew.% Mg und 0,4 Gew.% Si nach Auslagerung für 4
Stunden bei 190 °C. Im Vergleich dazu die Simulation für eine defektfreie β-Phase sowie für den
unvollständigen Einfang in eine Leerstelle mit benachbartem Si.
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5. Diskussion und Ausblick

Durch die neue Methode zur Berechnung der Impulsverteilungen für die Positronenanni-
hilation mit Valenzelektronen-Wellenfunktionen aus ABINIT können gemessene Doppler-
spektren in vielen Fällen sehr gut beschrieben werden. Die im Vergleich zu Simulationen,
die die atomare Superposition für Valenzelektronen verwenden, deutlich verbesserte Ge-
nauigkeit ermöglicht dabei in einigen Fällen eine genauere Identifikation von Ausscheidun-
gen bis auf atomares Niveau. Auch lässt sich beispielsweise bei Messungen an eingeschreck-
ten Leerstellen in reinem Al der Anteil eingefangener Positronen mit Hilfe des simulierten
Dopplerspektrums ableiten.

Auf der anderen Seite erhöhen die PAW-Rechnungen zur Bestimmung der Elektronen-
Wellenfunktionen den Rechenaufwand erheblich. Die hier vorgestellten Rechnungen sind
dabei in vielen Fällen ein Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand, da kein
Zugang zu massiv-parallelen Rechnern zur Verfügung stand. Durch die stetig wachsende
Rechenleistung der Computer ergeben sich daher weitere Spielräume zur Verbesserung der
Rechnungen.

5.1. Al-Legierungen

Der Vergleich von Simulationen und Messwerten zur Θ-Phase (Abb. 4.10) zeigt die Möglich-
keiten, die die neue Simulationsmethode bietet. Durch die besonderen Eigenschaften der
BPM konnte die Vergleichsmessung selektiv in einer einzelnen Θ-Ausscheidung durch-
geführt werden. Das so erhaltene Dopplerspektrum lässt sich auch eindeutig einer Simula-
tion zuordnen. Damit kann gezeigt werden, dass die Positronen in der Θ-Phase in Leerstel-
len lokalisiert werden und sich die Leerstellen dabei größtenteils auf dem Cu-Untergitter
befinden.

Die Messungen lassen sich jedoch nicht in allen Fällen so gut durch die Simulationen
erklären, wie bei der Θ-Phase. Ein Grund dafür ist, dass sich in einer Al-Legierung meist
mehrere unterschiedliche Umgebungen für Leerstellen gleichzeitig befinden. Da eine Simu-
lation immer nur eine Umgebung beschreibt, muss für den Vergleich mit der Messung eine
Überlagerung mehrerer Simulationen gebildet werden. Dies erschwert die Suche nach den
passenden Defekten.

Aus den vorgestellten Simulationsrechnungen zu den Cu-haltigen Al-Legierungen lässt
sich ableiten, dass sich schon in wenigen Minuten nach dem Abschrecken Cu-Atome in der
Umgebung der Leerstelle ansammeln. Die mittlere Anzahl der Cu-Atome scheint dabei mit
etwa vier Atomen in nächster Nachbarschaft zur Leerstelle deutlich höher zu liegen, als
ursprünglich angenommen. Aus statistischen Gründen haben bei den Cu-Konzentrationen
der untersuchten Legierungen nur knapp 20% der Cu-Atome schon direkt nach dem Ab-
schrecken ein weiteres Cu-Atom in nächster Nachbarschaft. Die Leerstellen scheinen also
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5. Diskussion und Ausblick

sehr schnell die Cu-Atome aus dem Umkreis von einigen Nanometern zu agglomerieren. Da
bislang die möglichen Anordnungen von vier Cu-Atomen um eine Leerstelle herum noch
nicht systematisch untersucht wurden, lässt sich nicht entscheiden, ob schon im ersten
Stadium der Ausscheidungsbildung eine bestimmte Struktur bevorzugt vorkommt.

Al-Cu-Legierungen Bei einer reinen Al-Cu-Legierung ist es naheliegend, dass sich die
Cu-Atome schon früh auf den {100}-Ebenen anordnen und dann zu GP-Zonen von ca.
1-2 nm Größe wachsen. In diesem Szenario wären zwei Möglichkeiten denkbar, um die
hohe Anzahl an Cu-Nachbaratomen zu erreichen. Zum Einen könnte sich die Leerstelle
in derselben Ebene wie die Cu-Atome befinden. Sie müsste dann allerdings mitten in der
kleinen Ausscheidung liegen. In Simulationsrechnungen zeigt sich diese Möglichkeit als
energetisch ungünstig im Vergleich zu einer Position am Rand der Cu-Scheibe [Sta08].

Zum Anderen wäre in diesem Szenario auch eine Lage der Leerstelle direkt neben der
Cu-Scheibe möglich. Eine solche Anordnung wurde bislang noch nicht betrachtet, da die
Leerstelle in der Al-reichen Umgebung eher auf dem Platz eines Cu-Atoms innerhalb der
Scheibe erwartet wird. Für sehr kleine Ausscheidungen ist jedoch eine solche Aufteilung der
Gitterplätze in zwei Untergitter noch nicht möglich. Ein häufiger Aufenthalt der Leerstellen
neben den Cu-Scheiben kann also nicht ausgeschlossen werden.

Denkbar wäre auch eine ungeordnete, oder auch eine eher kugelförmige Ansammlung der
Cu-Atome in der Nähe der Leerstelle, solange die Ausscheidung noch aus sehr wenigen Ato-
men besteht. Die Umgebung der Leerstellen verändert sich jedoch bei Kaltauslagerungen
nur in sehr geringem Umfang. Da sich dabei GP-Zonen bilden, ist es sehr wahrscheinlich,
dass die ersten Stadien der Ausscheidungsbildung ebenfalls schon Scheibenform haben. Die
Leerstelle wäre dabei unabhängig von der Größe der Cu-Scheibe an einer vergleichbaren
Position, so dass es kaum Veränderungen in der atomaren Umgebung eines eingefangenen
Positrons gibt.

Auch in Röntgenabsorptionsmessungen lässt sich ein rasches Zusammenlagern der Fremd-
atome beobachten. Durch eine Analyse der

”
Extended X-ray Absorption Fine Structure“

(EXAFS) wird für die mittlere Anzahl der Cu-Nachbaratome um jedes Cu-Atom nach
einer Auslagerungsdauer von einer Stunde bei Raumtemperatur ein Wert von 3,6 ± 0,7
bestimmt [Klo10]. Berechnet man die entsprechenden Werte für kleine kreisförmige Cu-
Scheiben auf einer {100}-Ebene, so erhält man bei optimaler Anordnung durchschnittlich
3,1 Cu-Nachbarn für 21 Cu-Atome (∼ 1,2 nm Durchmesser), 3,2 für 37 Cu-Atome (1,6 nm)
und 3,5 für 69 Cu-Atome (2,4 nm). Im Grenzwert gegen eine unendlich ausgedehnte GPZ
hat jedes Cu-Atom im Mittel 4 nächste Cu-Nachbarn. Damit liegt innerhalb der Fehler-
grenzen des mit EXAFS bestimmten Wertes ein weiter Bereich möglicher Größen für die
Cu-Scheiben. Die Mindestzahl der Atome in der Cu-Scheibe liegt bei etwa 20. Die An-
ordnung der Cu-Atome in Form monoatomarer Lagen auf den {100}-Ebenen kann dabei
auch in Untersuchungen mit einem Transmissionselektronenmikroskop (TEM) bestätigt
werden [Kon01]. Diese Beobachtungen unterstützen die Annahme der schnellen Bildung
von GP-Zonen bei Raumtemperatur nach dem Abschrecken.

Größere Verschiebungen im Dopplerspektrum sind erst zu beobachten, wenn sich bei
Warmauslagerung die Θ′′-Phase auflöst und sich an Versetzungen neue Ausscheidungen
der Θ′-Phase bilden. Die Messung an einer Al-Cu-Legierung nach einer Auslagerungszeit
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5.1. Al-Legierungen

von 2 Stunden bei 275 °C zeigt jedoch keine gute Übereinstimmung mit Simulationen zur
Annihilation in Leerstellen der Θ′-Phase. Dies kann zum Einen an der zu kleinen Superzelle
bei der Simulation liegen. Zum Anderen kann bei der Messung aber auch nicht angenom-
men werden, dass die Positronen ausschließlich in Defekten der Θ′-Phase zerstrahlen.

Durch Vergröberung der Ausscheidungen bei weiterem Wachstum sinkt die Wahrschein-
lichkeit des Einfangs von Positronen [Glä91]. Der Vergleich von Messwerten, die an einer
Al-Cu-Legierung nach einer Auslagerungsdauer von 2 Stunden bei 350 °C ermittelt wur-
den, mit Simulationen zur Cu-Leerstelle in der Θ-Phase (Abb. 4.12), deutet dabei auf
einen Positronen-Einfang von 30% hin.

Al-Mg-Cu-Legierungen Bei Legierungen die neben Cu auch Mg enthalten, sammeln sich
die beiden Elemente gemeinsam an [Sta05]. Die Bildung von Mg-Cu-Paaren ist dabei
wichtig für das Aushärten der Legierung [Sta09b]. Man kann also davon ausgehen, dass
die Cu-Atome, die sich auch bei Al-Mg-Cu-Legierungen schon kurz nach dem Abschre-
cken in der Nachbarschaft von Leerstellen befinden, von einer entsprechenden Anzahl an
Mg-Atomen begleitet wird. Der im Vergleich zu einer reinen Al-Cu-Legierung niedrigere
Hochimpulsanteil im Dopplerspektrum zeigt den Einfluss von Mg auf die Anordnung der
Cu-Atome. Diese sammeln sich im Mittel in geringerer Anzahl in nächster Nachbarschaft
zu einer Leerstelle an, obwohl die Cu-Konzentration der Legierung nicht niedriger ist.

Denkbar wäre, dass die Zusammenlagerung von mehreren Mg-Atomen in nächster Nach-
barschaft zueinander energetisch ungünstig ist. Wenn für Cu-Atome zudem eine direkte
Nachbarschaft zu einem Mg-Atom bevorzugt ist, würde dies die Möglichkeiten zum Zu-
sammenlagern von Cu-Atomen einschränken. Eine Leerstelle in der Nähe einer solchen
Ansammlung von Fremdatomen hätte damit im Schnitt weniger Cu-Atome in direkter
Nachbarschaft, als im Umfeld einer GP-Zone in einer reinen Al-Cu-Legierung.

Die Unterschiede zwischen Dopplerspektren von Legierungen mit und ohne Mg können
auch durch eine deutlich veränderte Relaxation im Umfeld von Cu-Atomen entstehen,
wenn diese Paare mit Mg bilden. Relaxationseffekte könnten helfen, den Anstieg des Hoch-
impulsanteils während des

”
rapid hardening“ zu erklären. Dabei besteht die Möglichkeit,

dass sich komplexere Strukturen aus Mg-Cu-Paaren bilden und sich in Richtung der in
[Kov08] beschriebenen GPB-Zonen entwickeln.

Der Anstieg im Hochimpulsanteil kann auch im Zusammenhang mit der Bildung einer
S′′-Phase stehen, wie sie von Wolverton [Wol01] vorgeschlagen wird. Dabei können sich, wie
auch bei der Θ′′-Phase, Ebenen aus reinem Cu bilden. Mit der Annahme eines zusätzlichen
Einfangs in Cu-Ebenen ohne Leerstelle lässt sich mit dem Modell der Θ′′-Phase hier bereits
eine große Ähnlichkeit von experimentellen und simulierten Dopplerspektren erreichen.

Für die S-Phase, die sich bei höheren Temperaturen bildet, kann mit den vorliegenden
Rechnungen nur festgestellt werden, dass die Positronen in Leerstellen eingefangen werden.
Um zu ermitteln, auf welchem Untergitter die Leerstellen liegen und wie groß der Einfang
ist, sind weitere Simulationen mit relaxierten Koordinaten notwendig.

Insgesamt lässt sich die Ausscheidungsbildung in der Al-Mg-Cu-Legierung mit den be-
stehenden Simulationen noch nicht vollständig erklären. Dies liegt vor allem daran, dass
bislang aufgrund des hohen Rechenaufwands nur ein kleiner Teil der möglichen Konfigu-
rationen simuliert wurde.
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5. Diskussion und Ausblick

Al-Mg-Si-Legierungen Die sehr geringen Unterschiede, die sich in einer Al-Mg-Si-Legie-
rung während der Ausscheidungsbildung zeigen, machen eine Beschreibung der Messwerte
durch Simulationen generell schwierig. Für die reine Al-Si-Legierung kann die Messung
durch eine Simulation eines einfachen Leerstellen-Si-Paares erklärt werden. Bei der reinen
Al-Mg-Legierung ist diese einfache Zuordnung jedoch nicht möglich. Die Probleme könnten
hier daran liegen, dass gerade die Impulsverteilung des Mg in der PAW-Rechnung relativ
ungenau beschrieben wird, was sich auch im Vergleich von reinem Mg mit Al (Abb. 4.7)
zeigt.

Die relativ ungenaue Beschreibung der β-Phase durch die Simulationen kann an einer
Beeinflussung der Relaxation um Leerstellen durch die Positronen liegen. Die β-Phase hat
dabei eher die Eigenschaften eines Halbleiters [Sta09a]. Durch den kovalenten Charakter
der Bindungen und die offene Struktur des Gitters könnte es dabei zu ähnlich großen
Einflüssen wie bei Leerstellen in reinem Si kommen. Eine gute Übereinstimmung von
Messwerten und Simulation kann in einem solchen Fall nur erreicht werden, wenn das
Positron in die Rechnungen zur Relaxation der Atomkoordinaten einbezogen wird.

5.2. Simulationsrechnungen

In einigen Fällen erweist sich auch die verbesserte Simulationsmethode noch als zu unge-
nau. Durch den Einsatz von mehr Rechenleistung lassen sich jedoch viele der angesproche-
nen Probleme beheben. Neben einer Vergrößerung der Rechenzelle zur Vermeidung von

”
finite size“-Effekten würde auch eine dichtere Abtastung des Impulsraumes durch mehr

k-Punkte die Präzision der Rechnungen erhöhen. Eine Vergrößerung der Basen für die
PAW-Potentiale könnte zudem zu einer besseren Beschreibung des Beitrages der Valenz-
elektronen zu den Annihilationsereignissen mit hoher Dopplerverschiebung führen.

Für eine Einbeziehung des Positrons in die Rechnungen zur Relaxation der Atomko-
ordinaten wäre jedoch eine grundlegende Änderung im Berechnungsschema notwendig.
Die Positronen-Wellenfunktion müsste statt in DOPPLER in ABINIT zusammen mit den
Elektronen-Wellenfunktionen berechnet werden. Für eine solche Berechnung gibt es bereits
Ansätze in ABINIT. Bislang können dort aber lediglich Lebensdauern berechnet werden.
Zudem kann die Simulation des Positrons noch nicht mit PAW-Potentialen erfolgen. Eine
Zusammenführung dieser Ansätze mit den Methoden zur Berechnung von Impulsvertei-
lungen könnte in Zukunft zu einer weiteren Verbesserung der Simulationen führen.
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A. Bedienungsanleitung AB2D

Das Programm AB2D wurde in Fortran95 geschrieben. Da es Programmteile von ABINIT
verwendet, steht es ebenfalls unter der GNU General Public Licence.

A.1. Übersetzen und Binden (compile and link)

Das Programm AB2D gliedert sich in zwei Teile. Der Erste ist das Hauptprogramm in
der Datei ab2d.f90. Den zweiten Teil bildet das Modul ab2dmod, das die Definitionen von
Datentypen und sämtliche Unterprogramme und Funktionen enthält. Um den Quellcode
von AB2D übersetzen zu können, benötigt der Compiler die .mod-Dateien einiger ABINIT-
Module, die in AB2D über die Anweisung USE eingebunden werden. Beim Binden werden
zudem eine Reihe von ABINIT-Bibliotheken verwendet. Deshalb ist es notwendig zunächst
ABINIT zu übersetzen. Getestet wurde AB2D bislang nur mit der ABINIT-Version 5.8.
Sollten die verwendeten Unterprogramme in kommenden Versionen verändert werden,
muss auch AB2D entsprechend angepasst werden.

Die vom Hauptprogramm verwendeten Module sind in Tabelle A.1 aufgelistet. Das
Modul ab2dmod benötigt von diesen Modulen nur die Konstanten- und Typendefinitionen
aus 10 defs.

Sind beide Teile übersetzt, so können sie zu einem Programm gebunden werden. Dabei
werden noch weitere Objekt-Dateien von ABINIT benötigt. Dazu zählen alle Unterpro-
gramme, die von AB2D aufgerufen werden. Da diese oftmals weitere Unterprogramme
aufrufen, müssen noch weitere Dateien eingebunden werden, bis sich alle Bezüge auflösen
lassen.

Die Objektdateien werden beim Übersetzen von ABINIT in Bibliotheken zusammenge-
fasst. Diese sind mit einer aufsteigenden Nummer versehen, die die Abhängigkeiten der
Programmteile untereinander ordnet. Ein Unterprogramm hängt dabei nur von einer Bi-
bliothek mit einer niedrigeren Nummer als der eigenen ab. Die Programmteile lassen sich
somit in aufsteigender Reihenfolge übersetzen, ohne dass dabei Abhängigkeiten verletzt
werden. In Tabelle A.1 sind alle benötigten Bibliotheken aufgelistet.

Zu den eingebundenen Bibliotheken kommen noch zwei Plugins für Dateiformate, die in
ABINIT verwendet werden. Dabei handelt es sich um das

”
Network Common Data For-

mat“ (NetCDF) sowie das Dateiformat der
”
European Theoretical Spectroscopy Facility“

(etsf io).
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A.1. Übersetzen und Binden (compile and link)

ABINIT-Bibliothek Verwendetes Modul Genutztes Unterprogramm

10 defs defs basis
defs datatypes

12 hide mpi

14 hidewrite

16 hideleave

18 timing

27 toolbox oop

28 numeric noabirule sort dp
spline
splint

32 util

42 geometry metric

50 abitypes defs defs abitypes

51 manage mpi

52 fft mpi noabirule

53 ffts sphereboundary
fourwf

56 recipspace kpgio
getkpgnorm
initylmg

59 io mpi interfaces 59 io mpi hdr io
rwwf

Tabelle A.1.: Liste der ABINIT-Programmteile, die von AB2D verwendet werden. Die Bezeich-
nungen beziehen sich auf die ABINIT-Version 5.8, mit der AB2D übersetzt und gebunden wurde.
50 abitypes defs ist die einzige Bibliothek, die nicht mit eingebunden werden muss. Beim Binden
von AB2D müssen dagegen die Bibliotheken von NetCDF und etsf io berücksichtigt werden, die
als Plugins in ABINIT enthalten sind.
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A. Bedienungsanleitung AB2D

A.2. Aufrufen

Das Programm AB2D erwartet beim Aufruf mehrere Dateien im gleichen Verzeichnis
vorzufinden. Die zuerst geöffnete Datei heißt ab2d in und beinhaltet alle Parameter, die
für den Aufruf von AB2D wichtig sind. Das ist zunächst der Name der WFK-Datei, in
der die Koeffizienten der Elektronen-Wellenfunktionen enthalten sind. Da die WFK-Datei
zusätzlich viele der Angaben enthält, die zuvor schon an ABINIT übergeben wurden, sind
nur noch wenige weitere Angaben notwendig.

Als zweite Angabe folgt ein Faktor, mit dem sich die Gitterauflösung im Realraum
skalieren lässt. Als Ausgangswert dient die Auflösung, die von ABINIT für die PAW-
Berechnungen verwendet wurde. Diese ergibt sich aus den Zelldimensionen und der Grenz-
energie, die beim Aufruf von ABINIT als Parameter PAWECUTDG übergeben wird.

Die Anzahl der Gitterpunkte in jeder Raumrichtung wird mit dem Skalierungsfaktor
multipliziert und auf eine ganze Zahl gerundet. Anschließend werden diese Zahlen solange
um eins verringert, bis ihre Primfaktorzerlegung keine Faktoren größer als fünf enthält.
Dies ist notwendig, um auf dem Gitter Fouriertransformationen mit den Algorithmen nach
[Goe97] durchführen zu können.

In den meisten Fällen ist eine Vergrößerung der Auflösung nicht notwendig, da bereits die
mit dem Parameter PAWECUTDG angegebene Grenzenergie für die PAW-Korrekturen
ausreichend sein sollte. Der Skalierungsfaktor kann also auf eins gesetzt werden.

Als Drittes folgen die Pfadangaben für die Dateien der Pseudopotentiale. Bei mehreren
Atomtypen ist auf die Reihenfolge der Pseudopotentiale zu achten. Diese muss bei allen
Rechenschritten (ABINIT, DOPPLER, AB2D) übereinstimmen. Die Angabe erfolgt mit
einer Zeile pro Element.

Die vierte Angabe enthält die notwendigen Informationen zum Positron. Das Programm
AB2D kann dabei mehrere Positronendichten gleichzeitig verarbeiten. Dies ist sinnvoll,
wenn die Berechungen mit DOPPLER für ein System mehrfach mit unterschiedlichen
Einstellungen durchgeführt wurden. Daher wird zunächst in einer Zeile die Anzahl der zu
verarbeitenden Positronendichten angegeben. Danach folgt in jeweils einer Zeile der Name
der OUTPUT-Datei, die Dateinamen für die Positronendichte ohne und mit Enhancement-
Factor (WAVE3d1 und WAVE3d3), sowie ein Kürzel, das den zugehörigen Ergebnis-Dateien
angehängt wird.

Ein Beispiel für eine ab2d in-Datei wäre:

Al -bulk_WFK

1.0

./Paw/Al.pawps

2

OUTPUT -LDA WAVE3d1 -LDA WAVE3d3 -LDA LDA

OUTPUT -GGA WAVE3d1 -GGA WAVE3d3 -GGA GGA

Wie auch das Programm DOPPLER erwartet AB2D je eine Datei pro Orbital mit
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A.3. Verwaltung der Atomkoordinaten

der Impulsverteilung für die Annihilation. Während DOPPLER diese für alle Elektronen
benötigt, sind für AB2D nur die der Kern-Elektronen erforderlich. Diese Dateien werden im
Unterverzeichnis Rad erwartet. Deren Zuordnung erfolgt zu den Elementen erfolgt durch
das jeweilige chemische Symbol. Da die Elemente sonst nur über ihre Kernladungszahl
identifiziert werden, benötigt AB2D noch die Datei elements, in der die chemischen Sym-
bole der Elemente 1 bis 118 aufgelistet sind. Die Datei elements muss sich beim Aufruf
von AB2D im aktuellen Arbeitsverzeichnis befinden.

Das Endergebnis in Form der Impulsverteilung der annihilierenden Elektron-Positron-
Paare wird in die Datei pair mom tot ausgegeben. Die Berechnung erfolgt sowohl für
das

”
state dependent“- als auch für das

”
state independent“-Schema. Der Dateiname für

das Endergebnis wird deswegen noch um das in ab2d in definierte Kürzel für die ver-
wendete Positronen-Dichte und ein Kürzel für das verwendete Schema erweitert. In einer
pair mom tot-Datei werden die Impulse und die Verteilung für alle Elektronen in den ers-
ten beiden Spalten geschrieben. Dahinter folgen die Verteilungen für die Valenzelektronen
in den 〈100〉-, 〈110〉- und 〈111〉-Richtungen sowie für die Kernelektronen.

A.3. Verwaltung der Atomkoordinaten

Zum Verwalten der Atomkoordinaten wurde unter dem Namen
”
Gitter“ eine Sammlung

von Makros für OpenOffice.org zusammengestellt. Dabei werden die Atomkoordinaten zu-
sammen mit allen wichtigen Angaben zu Größe und Geometrie der Rechenzelle in einer
Tabelle abgelegt. Die Makros unterstützen den Nutzer beim Anlegen neuer Datensätze für
einfache Atomgitter sowie bei der Vervielfältigung von Einheitszellen. Es besteht auch die
Möglichkeit relaxierte Atomkoordinaten aus einer Ausgabedatei des Programms SIESTA
zu importieren. Der Export bietet eine Schnittstelle zu Kristall-Betrachtungs-Program-
men. Hauptanwendung ist die Erzeugung von Eingabe-Dateien für ABINIT und DOPP-
LER.
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B. Gewichtung der Raumrichtungen

Bei der Simulation des Dopplerspektrums werden auf Grund der Diskretisierung des Im-
pulsraumes nur Verteilungen entlang der 〈100〉-, 〈110〉- und 〈111〉-Richtung berechnet.
Zum Vergleich mit praktischen Messungen, bei denen viele zufällig orientierte Körner und
ein großer Raumwinkel im Detektor erfasst werden, müssen diese Richtungen gemittelt
werden.

Um das Gewicht der einzelnen Raumrichtungen zu bestimmen, müsste jeder der 26 Rich-
tungen (6x 〈100〉, 12x 〈110〉 und 8x 〈111〉)1 eine Fläche zugewiesen werden, die die Punkte
auf der Einheitskugel enthält, die dieser Richtung am nächsten liegen. Als Näherung kann
man auch an allen 26 Punkten, an denen die Strahlen der Richtungen durch die Einheits-
kugel treten, eine tangentiale Fläche an die Kugel legen. Diese bilden dann ein Polyeder,
dessen Seitenflächen etwa den gesuchten Flächen auf der Einheitskugel entsprechen.

Abbildung B.1.: Schnittmenge eines Würfels, Oktaeders und Rhombendodekaeders mit identi-
scher Innenkugel. Die grünen Flächen gehören zum Würfel, die blauen zum Oktaeder und die roten
zum Rhombendodekaeder.

Die 6 Ebenen der 〈100〉-Richtungen bilden dabei einen Würfel, die 8 der 〈111〉-Richtung
ein Oktaeder und die 12 der 〈110〉-Richtungen ein Rhombendodekaeder. Die gesuchten
Flächen ergeben sich also als Restflächen auf der Schnittmenge eines Würfels, Oktaeders
und Rhombendodekaeders mit Innenkugelradius 1 (siehe Abb. B.1). Das Rhombendode-

1Die Anzahl der Richtungen ergibt sich aus der Zahl der möglichen Permutationen, z.B. für 〈100〉: [100],
[010], [001], [1̄00], [01̄0], [001̄].
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Abbildung B.2.: Die Schnittkanten eines Rhombus des Dodekaeders (oben rechts) mit Würfel
und Oktaeder. Die Konstruktion der Schnittkante mit dem Würfel ist links, die mit den Oktaeder
unten gezeigt.

Das Rhombendodekaeder bietet zur Berechnung der Flächeninhalte eine gute Ausgangs-
basis, da sich seine 12 Flächen und 14 Ecken den 26 Richtungen zuordnen lassen. Die
Rhomben des Dodekaeders haben eine lange Diagnonale von d = 2 und eine kurze von
q =

√
2. Der Schnittpunkt der Diagnonalen ist der Seitenmittelpunkt und Berührungs-

punkt mit der Einheitskugel. Die Ebene, die aus dem Kugelmittelpunkt und der langen
Diagonalen aufgespannt wird, enthält auch die Berührpunkte der schneidenden Würfel-
flächen. Bei der kurzen Diagonalen sind es die der schneidenden Oktaederflächen. Die
Spitzen des Rhombus liegen dabei auch auf den Strahlen der entsprechenden Berührpunk-
te.

Beim Schnitt mit dem Würfel folgt direkt aus dem Winkel von 45°, in dem Rhombus
und Quadrat aufeinander treffen, dass diese Schnittkante von den jeweiligen Seitenmitten
einen Abstand von w =

√
2 − 1 hat (siehe Abb. B.2 links oben). Damit verkürzt sich

die lange Diagonale um dc = w ·
√

2 = 2 −
√

2. Ihre Restlänge beträgt damit noch dr =
d− 2dc = 2

√
2− 2.
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B. Gewichtung der Raumrichtungen

Beim Schnitt des Rhombendodekaeders mit dem Oktaeder lässt sich mit der Länge
der kurzen Diagonalen der Abstand der stumpfen Rhombus-Ecke von der Kugelmitte
berechnen als

h =

√(q
2

)2
+ 1 =

√
3

2
.

Durch der Ausnutzung der Ähnlichkeit der Dreiecke mit h und qc als Hypotenuse (siehe
Abb. B.2 unten) lässt sich nun qc bestimmen als

qc
h− 1

=
h
q
2

,

qc =
2h2 − 2h

q
=

3−
√

6√
2

.

Damit ergibt sich als Restlänge der geschnittenen kurzen Diagonalen

qr = q − 2qc = 2(
√

3−
√

2) .

Sowohl bei der langen als auch bei der kurzen Diagonalen ist die Restlänge kleiner als die
Hälfte der ungeschnittenen. Daher beschneiden sich die Flächen von Oktaeder und Würfel
auch gegenseitig, was zu einer gemeinsamen Kante der Restflächen führt.

Diese zusätzliche Schnittkante lässt sich bestimmen, indem man die Verkürzung der
kurzen Diagonalen qc über die Rhombus-Kante auf die lange Diagonale überträgt. Die
so erhaltene

”
kleine“ Schnittlänge dci = qr

2
d
q =
√

2(
√

3 −
√

2) zeigt an, wie weit sich die
Beschneidung durch den Oktaeder in Richtung der langen Diagonalen erstreckt. Wenn
man diese Größe auf die Fläche des Würfels projiziert, erhält man wi = dci · wdc =

√
3−
√

2
(siehe Abb. B.2 links unten).

Damit lassen sich die Restflächen berechnen (siehe Abb. B.3).

Rhombendodekaeder: AR = dr · qr = 4
(√

2− 1
)
·
(√

3−
√

2
)

Oktaeder: AO =

√
3

4
(d− 2dci)

2 − 3 ·
√

3

4
(dc − dci)2

=

√
3

4

((
2− 2

√
6 + 4

)2
− 3 ·

(
4−
√

2−
√

6
)2)

= 6
√

6− 3
√

3− 9

Würfel: AW = 4w2 − 2 (w − wi)2 = 4wwi + 2
(
w2 − w2

i

)

= 4
(√

2− 1
)(√

3−
√

2
)

+ 2
(√

2− 1
)2
− 2

(√
3−
√

2
)2

= 8
√

6− 4
√

3− 12
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wwi

1

1

dci

dr

Abbildung B.3.: Aus den Schnittkanten des Rhombus lassen sich auch die Restflächen von Ok-
taeder und Würfel berechnen.

Vergleicht man die Summen der Restflächen für Würfel und Oktaeder, so fällt auf, dass
sie übereinstimmen:

6AW = 8AO = 24(2
√

6−
√

3− 3)

Das Verhältnis der Restflächen des Rhombendodekaeders zu den beiden anderen ist:

12AR
6AW

=
2
√

6− 2
√

3− 4 + 2
√

2

2
√

6−
√

3− 3
= 1 +

2
√

2− 1−
√

3

2
√

6−
√

3− 3
= 1 +

1√
3
≈ 1,577 .

Die Verhältnisse sind also

6AW : 12AR : 8AO =̂ 1 : 1 +
1√
3

: 1 , 28% : 44% : 28% .

Als gute Näherung werden deshalb im Programm AB2D die 〈100〉- und 〈111〉-Richtungen
mit jeweils 28% und die 〈110〉-Richtung mit 44% gewichtet.
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C. Atomare Einheiten

In dieser Arbeit wird das System der atomare Einheiten verwendet. Dieses Einheitensystem
besitzt nur zwei Basiseinheiten, nämlich die Elementarladung e und die Elektronenruhe-
masse me. Dadurch vereinfachen sich viele Berechnungen, da eine zusätzliche Multiplikati-
on mit diesen beiden Naturkonstanten entfällt. Zusätzlich reduzieren sich die Konstanten
aus dem SI-System zu ~ = 4πε0 = 1. Die Lichtgeschwindigkeit wird zu c = 1

αe
2, wobei α

die Feinstrukturkonstante ist. Wichtige Einheiten neben den Basiseinheiten sind:

Größe Atomare Einheit Name

Zeit τ0 = (me · e4)−1 · [~3(4πε0)2] Atomare Zeit
Länge a0 = (me · e2)−1 · [~2(4πε0)] Bohr(scher Radius)

Energie EH = me · e4 · [~−2(4πε0)−2] Hartree(-Energie)

Für den Impuls gilt mee
2 = α ·mec = 7,297352568 · 10−3mec.

Bei der Umrechnung von atomaren Einheiten hilft folgende Tabelle.

Größe Atom. Einheit SI-Einheit Nat. Einheit

Zeit (me · e4)−1 2,4188843 · 10−17s 36,749325 keV−1

Länge (me · e2)−1 5,2917721 · 10−11m 0,26817278 keV−1

Masse me 9,1093822 · 10−31kg 510,99891 keV
Ladung e 1,6021765 · 10−19C

√
α ≈ 8,5425 · 10−2

Energie me · e4 4,3597439 · 10−18J 27,211384 eV
Impuls me · e2 1,9928516 · 10−24Ns 3,7289392 keV

Drehimpuls 1 1,0545716 · 10−34Js 1
Kraft m2

e · e6 8,2387221 · 10−8N 0,10146960 keV2

E-Feld m2
e · e5 5,1422063 · 1011 V

m 1,1878272 keV2

B-Feld (Gauß) m2
e · e5 1,7152554 · 103 T 1,1878272 keV2

B-Feld (SI) m2
e · e3 2,3505174 · 105 T 162,77509 keV2

Da in atomaren Einheiten die Lichtgeschwindigkeit c 6= 1 ist, ergeben sich für die magne-
tische Flussdichte unterschiedliche Einheiten, je nachdem, ob sie so wie im Gauß-System
oder im SI definiert wird. So erhält man auch für das Bohr-Magneton nur nach der SI-
Definition µB = 1

2
e
me

. Nach der Gauß-Definition wäre es µB = α
2

1
me·e .
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[Blö94] P. E. Blöchl: Projector augmented-wave method. Phys. Rev. B, 50(24):17953–
17979, Dec 1994.
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